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GIỚI THIỆU

Kỳ thi Olympic Toán học lần thứ 26 dành cho sinh viên các trường đại học,
cao đẳng, học viện và học sinh phổ thông các trường chuyên trong cả nước
đã diễn ra tại Trường đại học Quảng Bình từ 9-15/4/2018. Quyển kỷ yếu này
chủ yếu dành để tập hợp lại một số bài đề xuất của các trường tham dự kỳ
thi với mong muốn cung cấp thêm một tài liệu tham khảo cho những người
quan tâm. Do thời gian biên tập khá ngắn nên ngoài một số bài được biên
tập tương đối kỹ càng, có một số bài chúng tôi giữ nguyên cách trình bày
như đề xuất, công tác biên tập trong trường hợp đó là đánh máy lại, kiểm tra
tính chính xác về nội dung và chính tả.

Nhóm biên tập
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MỘT SỐ THÔNG TIN VỀ KỲ THI

Các đoàn tham dự Lễ khai mạc và nhận cơ lưu niệm. Nguồn: ĐH Quảng Bình

1 Thông tin chung

Kỳ thi Olympic Toán Sinh viên - Học sinh lần thứ 26 do Hội Toán học Việt
Nam phối hợp với Trường Đại học Quảng Bình cùng các cơ quan khác tổ
chức. Kỳ thi đã diễn ra từ 9-14/4/2018 tại Trường Đại học Quảng Bình, Tỉnh
Quảng Bình.

Tham gia kỳ thi năm nay có 79 đoàn các trường đại học, học viện, cao đẳng
trong cả nước và 10 đoàn học sinh từ các trường chuyên. Tổng số sinh viên
đã tham dự thi các môn Đại số và Giải tích lần lượt là 342 (180 Bảng A và
162 Bảng B) và 345 em (175 Bảng A và 170 Bảng B). Tổng số học sinh tham
dự Bảng Phổ thông là 51 em.

Bên cạnh hoạt động chính là việc tổ chức thi, chấm thi và trao giải, Ban tổ
chức địa phương đã tổ chức giải bóng đá sôi động cũng như cuộc thi văn
nghệ rất vui giữa các đoàn tham dự kỳ thi.

Cơ quan tổ chức

• Bộ Giáo dục và Đào tạo

• Liên hiệp các Hội Khoa học và Kỹ thuật Việt Nam

• Trung ương Hội Sinh viên Việt Nam

• Hội Toán học Việt Nam

• Trường đại học Quảng Bình
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Ban tổ chức

Trưởng ban: GS. TSKH. Phùng Hồ Hải (Hội Toán học Việt Nam), PGS. TS.
Hoàng Dương Hùng (Đại học Quảng Bình).

Phó trưởng ban: GS. TSKH. Phạm Thế Long (Hội Toán học Việt Nam), TS.
Bùi Khắc Sơn (Đại học Quảng Bình).

Ủy viên: TS. Nguyễn Thành Chung (Đại học Quảng Bình), TS. Đoàn Trung
Cường (Hội Toán học Việt Nam), TS. Lê Cường (Viện Công nghệ Thông tin-
Đại học Quốc gia Hà Nội), PGS. TS. Trần Ngọc (Đại học Quảng Bình), TS.
Nguyễn Duy Thái Sơn (ĐH Sư phạm - ĐH Đà Nẵng), TS. Dương Việt Thông
(ĐH Kinh tế Quốc dân), TS. Nguyễn Chu Gia Vượng (Viện Toán học).

2 Kết quả

Với kết quả thi của thí sinh, Ban Tổ chức đã thống nhất cơ cấu và mức trao
giải. Số lượng giải được trao cụ thể như sau:

a. Môn Đại số

- Giải nhất: 33 giải.

- Giải nhì: 61 giải.

- Giải ba: 86 giải.

- Khuyến khích: 10 giải.

b. Môn Giải tích

- Giải nhất: 29 giải.

- Giải nhì: 57 giải.

- Giải ba: 94 giải.

- Khuyến khích: 12 giải.

c. Bảng Phổ thông

- Giải nhất: 6 giải.

- Giải nhì: 9 giải.

- Giải ba: 14 giải.

- Khuyến khích: 5 giải.

d. Giải đặc biệt
Ban tổ chức kỳ thi đã quyết định trao 9 giải đặc biệt cho các sinh viên
hoặc đạt điểm cao nhất của một môn (7 sinh viên) hoặc đạt hai giải nhất
của cả hai môn (2 sinh viên). Chín sinh viên đạt giải đặc biệt đã được trao
bằng khen của Bộ trưởng Bộ Giáo dục và Đào tạo.
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e. Giải toàn đoàn
Đoàn Olympic của trường Đại học Bách khoa Hà Nội là đoàn đạt kết quả
cao nhất với 7 giải nhất và 3 giải nhì.

Năm nay, các cá nhân đoạt giải Nhất, Nhì, Ba cũng được trao các huy chương
Vàng, Bạc, Đồng tương ứng.
Ban Tổ chức cũng đã trao 7 phần thưởng của Quỹ Lê Văn Thiêm cho các học
sinh đạt thành tích cao nhất và các học sinh thuộc các khu vực khó khăn
những đã cố gắng để đạt thành tích cao trong kỳ thi.
Nhân dịp kỳ thi Olympic Toán học 2018, Bộ trưởng Bộ Giáo dục và Đào tạo
đã trao bằng khen cho Trường Đại học Quảng Bình và 15 nhà giáo của các
trường đại học, học viện, cao đẳng đã có đóng góp lớn cho phong trào thi
Olympic Toán trong thời gian qua.



MỘT SỐ HÌNH ẢNH

Lễ khai mạc Kỳ thi Olympic Toán Sinh viên-Học sinh thứ 26 (2018). Nguồn: ĐH Quảng Bình

Đội tuyển Olympic của ĐH Quảng Bình. Nguồn: ĐH Quảng Bình
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Giải bóng đá Olympic Toán Sinh viên-Học sinh 2018. Nguồn: ĐH Quảng Bình

Bóng đá. Nguồn: ĐH Quảng Bình

Trao giải Tiếng hát Olympic Toán Sinh viên-Học sinh 2018. Nguồn: ĐH Quảng Bình
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Buổi liên hoan tại sân trường. Nguồn: ĐH Quảng Bình

Liên hoan. Nguồn: ĐH Quảng Bình

Chụp hình lưu niệm. Nguồn: ĐH Quảng Bình
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Các thầy cô là trưởng các đoàn chụp ảnh cùng Ban Tổ chức. Nguồn: ĐH Quảng Bình

Lễ bế mạc và trao thưởng diễn ra trang trọng tại Trung tâm hội nghị tỉnh Quảng Bình.
Nguồn: ĐH Quảng Bình

Đại diện Liên hiệp Hội KHKT và Hội Toán học Việt Nam phát biểu. Nguồn: ĐH Quảng Bình
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Trao huy chương cho các sinh viên đoạt giải. Nguồn: ĐH Quảng Bình

Các sinh viên đoạt giải nhất. Nguồn: ĐH Quảng Bình

Trao phần thưởng cho các học sinh đoạt giải. Nguồn: ĐH Quảng Bình
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Ảnh trái: Bằng khen của Bộ trưởng Giáo dục và Đào tạo được trao cho ĐH Quảng Bình.
Ảnh phải: Lãnh đạo tỉnh Quảng Bình & cán bộ hỗ trợ tổ chức kỳ thi. Nguồn: ĐH Quảng Bình

Ban Tổ chức chụp ảnh cùng các đoàn. Nguồn: ĐH Quảng Bình



14

Bộ huy chương (Vàng, Bạc, Đồng) cho học sinh phổ thông. Nguồn: Hội Toán học

Bộ huy chương (Vàng, Bạc, Đồng) cho sinh viên. Nguồn: Hội Toán học
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ĐỀ THI CHÍNH THỨC

1 ĐẠI SỐ

Thời gian làm bài: 180 phút.

1.1 BẢNG A

Bài 1. Cho ma trận

A =

2 4 −3
4 6 −5
8 12 −10

 .

(a) Tính A4;

(b) Tìm số nguyên dương N nhỏ nhất sao cho rank(Ak) = rank(Ak+1) với
mọi k ≥ N , trong đó rank(M) là hạng của một ma trận M (có giải thích
rõ các lập luận và tính toán).

Bài 2. Người ta khảo sát một mô hình di cư dân số giữa hai vùng đô thị và
nông thôn với quy luật như sau: Hằng năm, có 50% dân số vùng nông thôn
chuyển về vùng đô thị và đồng thời có 25% dân số vùng đô thị chuyển về
vùng nông thôn sinh sống. Giả sử x, y tương ứng là số dân vùng nông thôn
và vùng đô thị ở thời điểm ban đầu (x, y > 0).

(a) Hỏi sau k năm dân số của vùng nông thôn và vùng đô thị là bao nhiêu?

(b) Giả sử ban đầu số người sống ở nông thôn và đô thị là bằng nhau. Có
thể đến lúc nào đó dân số của vùng đô thị vượt quá 80% tổng dân số
của cả hai vùng không? Giải thích câu trả lời.

Bài 3. (a) Giả sử X,A là các ma trận vuông với hệ số thực thoả mãn X2 = A.
Chứng minh rằng AX = XA;

(b) Tìm số các ma trận vuông X với hệ số thực thỏa mãn

X2 =

1 0 1
0 4 2
0 0 16

 .
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Bài 4. Một ma trận vuông được gọi là dương nếu tất cả hệ số của nó là các
số thực dương.

(a) Chứng minh rằng mỗi ma trận dương cấp 2 đều có hai giá trị riêng là
các số thực khác nhau và giá trị riêng có giá trị tuyệt đối lớn nhất là
một số dương;

(b) Cho A là một ma trận dương cấp 2. Giả sử v ∈ R2 là một véc tơ riêng
ứng với giá trị riêng lớn nhất của A. Chứng minh rằng hai thành phần
của véc tơ v có cùng dấu;

(c) Cho A là một ma trận dương cấp 3. Xét tập các giá trị riêng của A (kể
cả các giá trị phức), chứng minh rằng giá trị riêng có mô đun lớn nhất
của A là một số thực dương.

Bài 5. Cho trước 6 điểm phân biệt trên một đường tròn.

(a) Chia 6 điểm đó thành ba cặp và nối hai điểm trong mỗi cặp bởi một
dây cung. Hỏi có bao nhiêu cách chia sao cho không có hai dây cung
nào cắt nhau?

(b) Đánh số một cách ngẫu nhiên các điểm đó từ 1, 2, . . . , 6. Mỗi dây cung
nối hai điểm bất kỳ được gán với giá trị tuyệt đối của hiệu các số ở hai
đầu mút. Chứng minh rằng luôn tìm được ba dây cung, đôi một không
có điểm chung, sao cho tổng của các số gán với ba dây cung đó bằng 9.

1.2 BẢNG B

Bài 1. Cho một số thực a và một số nguyên n > 0. Xét ma trận vuông cấp n
sau

A =


a 0 . . . 0 n− 1
0 a . . . 0 n− 2
...

... . . . ...
...

0 0 . . . a 1
n− 1 n− 2 . . . 1 a

 .

Tính định thức của A trong các trường hợp

(a) (2 điểm) n = 4;

(b) (4 điểm) n = 2018.

Bài 2. Người ta khảo sát một mô hình di cư dân số giữa hai vùng đô thị và
nông thôn với quy luật như sau: Hằng năm, có 50% dân số vùng nông thôn
chuyển về vùng đô thị và đồng thời có 25% dân số vùng đô thị chuyển về
vùng nông thôn sinh sống. Giả sử x, y tương ứng là số dân vùng nông thôn
và vùng đô thị ở thời điểm ban đầu (x, y > 0).
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(a) Hỏi sau k năm dân số của vùng nông thôn và vùng đô thị là bao nhiêu?

(b) Giả sử ban đầu số người sống ở nông thôn và đô thị là bằng nhau. Có
thể đến lúc nào đó dân số của vùng đô thị vượt quá 80% tổng dân số
của cả hai vùng không? Giải thích câu trả lời.

Bài 3. Cho ma trận

A =


2 2 2 −3
6 1 1 −4
1 6 1 −4
1 1 6 −4


(a) Tính A4;

(b) Chứng minh rằng hai hệ phương trình sau có cùng tập hợp nghiệm
trong R4,

Ax = 0, (1)

(A+ A2 + A3 + A4)x = 0. (2)

Bài 4. Một ma trận vuông được gọi là dương nếu tất cả hệ số của nó là các
số thực dương.

(a) Chứng minh rằng mỗi ma trận dương cấp 2 đều có hai giá trị riêng là
các số thực khác nhau và giá trị riêng có giá trị tuyệt đối lớn nhất là
một số dương;

(b) Cho A là một ma trận dương cấp 2. Giả sử v ∈ R2 là một véc tơ riêng
ứng với giá trị riêng lớn nhất của A. Chứng minh rằng hai thành phần
của véc tơ v có cùng dấu;

(c) Cho A là một ma trận dương cấp 3. Xét tập các giá trị riêng của A (kể
cả các giá trị phức), chứng minh rằng giá trị riêng có mô đun lớn nhất
của A là một số thực dương.

Bài 5. Cho trước 6 điểm phân biệt trên một đường tròn.

(a) Chia 6 điểm đó thành ba cặp và nối hai điểm trong mỗi cặp bởi một
dây cung. Hỏi có bao nhiêu cách chia sao cho không có hai dây cung
nào cắt nhau?

(b) Đánh số các điểm đó lần lượt từ 1, 2, . . . , 6. Mỗi dây cung nối hai điểm
bất kỳ được gán với giá trị tuyệt đối của hiệu các số ở hai đầu mút.
Chọn ra 3 dây cung, đôi một không có đầu mút chung, rồi lấy tổng của
các số gán với các dây cung đó. Hỏi giá trị lớn nhất của tổng nhận được
bằng bao nhiêu?
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2 GIẢI TÍCH

Thời gian làm bài: 180 phút.

2.1 BẢNG A

Bài 1. Cho (xn)∞n=1 là dãy số được xác định bởi các điều kiện

x1 = 2019, xn+1 =
1

2018
x2
n +

2017

2018
xn ∀n > 1.

1. Chứng minh rằng (xn)∞n=1 là một dãy số tăng ngặt và không bị chặn
trên.

2. Chứng minh rằng

xn
xn+1 − 1

= 2018

(
1

xn − 1
− 1

xn+1 − 1

)
∀n > 1.

3. Tìm

lim
n→∞

(
x1

x2 − 1
+

x2

x3 − 1
+ . . .+

xn
xn+1 − 1

)
.

Bài 2. Giả sử f : [0, 1]→ R là một hàm số khả vi sao cho∫ 1

0

f(x)dx =

∫ 1

0

xf(x)dx.

Chứng minh rằng tồn tại số thực c ∈ (0, 1) sao cho

f(c) = 2018f ′(c)

∫ c

0

f(x)dx.

Bài 3. Cho hai số thực a < b. Giả sử f : [a, b] → R là một hàm số khả vi liên
tục sao cho ∫ b

a

f(x)dx = 0.

Chứng minh rằng

max
x∈[a,b]

∣∣∣∣ ∫ x

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ (b− a)2

8
max
x∈[a,b]

|f ′(x)|.
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Bài 4. Một quan sát viên C đứng cách đường đua Ot một khoảng OC = 1
km (OC ⊥ Ot). Hai vận động viên điền kinh A, B xuất phát tại O và chạy
cùng lúc (sang phải, như hình vẽ) trên đường đua. Góc θ = ∠(CA,CB) được
gọi là góc nhìn từ C đến hai vận động viên. Giả sử B luôn chạy nhanh gấp
bốn lần A.

1. Tính tan θ theo x = OA (km).
2. Xác định vị trí của hai vận động viên trên đường đua để góc nhìn θ từ

C đến họ đạt giá trị lớn nhất.

Bài 5. Giả sử f : [0,+∞)→ R là một hàm số khả vi, với f ′ dương và liên tục,
sao cho

f(0) = 0 và lim
x→+∞

1

f ′(x)(1 + x2 + f(x))
= +∞.

1. Chứng minh rằng hàm f bị chặn trên.
2. Hãy tìm ví dụ về một hàm g : [0,+∞)→ R khả vi và bị chặn trên, với

g′ dương và liên tục, g(0) = 0, sao cho giới hạn

lim
x→+∞

1

g′(x)(1 + x2 + g(x))

tồn tại và hữu hạn.
3. Hãy tìm ví dụ về một hàm f thỏa mãn tất cả các điều kiện của đề bài.
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2.2 BẢNG B

Bài 1. Cho (xn)∞n=1 là dãy số được xác định bởi các điều kiện

x1 = 2019, xn+1 =
1

2018
x2
n +

2017

2018
xn ∀n > 1.

1. Chứng minh rằng (xn)∞n=1 là một dãy số tăng ngặt và không bị chặn
trên.

2. Chứng minh rằng

xn
xn+1 − 1

= 2018

(
1

xn − 1
− 1

xn+1 − 1

)
∀n > 1.

3. Tìm

lim
n→∞

(
x1

x2 − 1
+

x2

x3 − 1
+ . . .+

xn
xn+1 − 1

)
.

Bài 2. Cho hàm số

f(x) =

x2 sin
1

x
nếu x 6= 0,

0 nếu x = 0.

1. Tính f ′(x) nếu x 6= 0.
2. Tính f ′(0).
3. Hàm f có đạo hàm cấp hai tại điểm x = 0 hay không?

Bài 3. Giả sử f : [0, 1]→ R là một hàm số liên tục sao cho∫ 1

0

f(x)dx =

∫ 1

0

xf(x)dx.

Chứng minh rằng tồn tại số thực c ∈ (0, 1) sao cho

f(c) = 2018

∫ c

0

f(x)dx.

Bài 4. Một quan sát viên C đứng cách đường đua Ot một khoảng OC = 1
km (OC ⊥ Ot). Hai vận động viên điền kinh A, B xuất phát tại O và chạy
cùng lúc (sang phải, như hình vẽ) trên đường đua. Góc θ = ∠(CA,CB) được
gọi là góc nhìn từ C đến hai vận động viên. Giả sử B luôn chạy nhanh gấp
bốn lần A.
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1. Tính tan θ theo x = OA (km).
2. Xác định vị trí của hai vận động viên trên đường đua để góc nhìn θ từ

C đến họ đạt giá trị lớn nhất.

Bài 5. Giả sử f : [0,+∞)→ R là một hàm số khả vi, với f ′ dương và liên tục,
sao cho

f(0) = 0 và lim
x→+∞

1

f ′(x)(1 + x2 + f(x))
= +∞.

1. Chứng minh rằng hàm f bị chặn trên.
2. Hãy tìm ví dụ về một hàm g : [0,+∞)→ R khả vi và bị chặn trên, với

g′ dương và liên tục, g(0) = 0, sao cho giới hạn

lim
x→+∞

1

g′(x)(1 + x2 + g(x))

tồn tại và hữu hạn.
3. Hãy tìm ví dụ về một hàm f thỏa mãn tất cả các điều kiện của đề bài.
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3 PHỔ THÔNG 1

Thời gian làm bài: 180 phút.

3.1 NGÀY 1 - Biến đổi Abel và một số ứng dụng

Thí sinh được sử dụng kết quả của các câu trước trong chứng minh của câu sau.
Nếu một câu được chứng minh không dựa vào kết quả của các câu trước thì có
thể dùng để chứng minh các câu trước.

A. Biến đổi Abel và bất đẳng thức Abel

Trong các bài toán sau đây, ta cho 2 dãy số thực: x1, x2, . . . , xn; y1, y2, . . . , yn
(n ≥ 1). Đặt Xk = x1 + · · ·+ xk, Yk = y1 + · · ·+ yk (1 ≤ k ≤ n).

Bài 1. Chứng minh rằng

n∑
k=1

xkyk = xnYn −

(
n−1∑
k=1

(xk+1 − xk)Yk

)
= Xnyn −

(
n−1∑
k=1

(yk+1 − yk)Xk

)
.

(Tổng trên một tập rỗng được quy ước là có giá trị bằng 0, chẳng hạn khi
n = 0, biểu thức trong các dấu ngoặc trên đây bằng 0.)

Bài 2. Giả sử x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn ≥ 0. Đặt m = min1≤k≤n Yk và M =

max1≤k≤n Yk. Chứng minh rằng

x1m ≤
n∑
k=1

xkyk ≤ x1M.

Bài 3. Cho dãy số thực y1, y2, . . . , yn. Kí hiệu m,M như trong PT.2. Chứng
minh rằng

m ≤ y1 +
1

2
y2 + · · ·+ 1

n
yn ≤M.

B. Ứng dụng vào việc tính một số tổng và thiết lập một số đẳng thức

1. Xem thêm thông tin về nội dung của đề thi trong các bài viết đăng tại Tạp chí Pi, Tập
2 Số 7 (Tháng 7/2018), 31-35, và Bản tin Thông tin Toán học của Hội Toán học Việt Nam,
Tập 22 Số 2 (tháng 6/2018), 23-28.
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Đặt H0 = 0 và với mỗi số nguyên dương k, đặt Hk = 1 + 1
2

+ · · ·+ 1
k
.

Bài 4. Chứng minh rằng, với mọi số nguyên không âm n, ta có

a)
∑n

k=0Hk = (n+ 1)Hn − n.

b)
∑n

k=0 kHk = n(n+1)
2

Hn − n(n−1)
4

.

Bài 5. Cho các số nguyên dương n ≥ m. Đặt Tm,n =
∑n

k=m

(
k
m

)
Hk; trong đó,(

k
m

)
là số tổ hợp chập m của k phần tử. Hãy tìm một công thức tính Tm,n theo

và chỉ theo m,n và Hn.

C. Một số ứng dụng khác

Bài 6. Cho dãy số thực a1, a2, . . . , an thoả mãn tính chất a1+a2+···+ak
k

≥ a1+a2+···+an
n

với mọi 1 ≤ k ≤ n. Chứng minh rằng với mọi dãy số thực b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bn
ta có

n
n∑
k=1

akbk ≥

(
n∑
k=1

ak

)(
n∑
k=1

bk

)
.

Bài 7. a) Giả sử a1, a2, . . . , an là các số thực dương sao cho a1a2 . . . an ≥ 1.
Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương p ta có

n∑
k=1

ap+1
k ≥

n∑
k=1

apk.

b) Chứng minh rằng với mọi số thực dương x1, x2, . . . , xn ta có√
x3

2

x3
1

+

√
x3

3

x3
2

+ · · ·+

√
x3

1

x3
n

≥ x2

x1

+
x3

x2

+ · · ·+ x1

xn
.

Bài 8. Xét các số thực dương a1, a2, . . . , an sao cho a1+a2+· · ·+ak ≤
(
k(k+1)

2

)2

với mọi k = 1, 2, . . . , n. Tìm giá trị lớn nhất của 3
√
a1 + 3

√
a2 + · · ·+ 3

√
an.

3.2 NGÀY 2 - Bài toán về đàn gà

Thí sinh được sử dụng kết quả của các câu trước trong chứng minh của câu sau.
Nếu một câu được chứng minh không dựa vào kết quả của các câu trước thì có
thể dùng để chứng minh các câu trước.
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Mô tả bài toán. Người ta nhận thấy rằng giữa hai con gà G1, G2 khác nhau
trong một đàn gà bất kì luôn có một quan hệ thắng-thua xác định: hoặc là
G1 thắng G2, hoặc là G2 thắng G1 (chỉ một trong hai khả năng). Một con gà
K trong đàn được gọi là vua nếu, với mọi con gà G khác của đàn, hoặc là
K thắng G, hoặc là K thua G nhưng có một con gà G′ trong đàn sao cho K
thắng G′ và G′ thắng G. Một con gà được gọi là hoàng đế nếu nó thắng mọi
con gà khác trong đàn. Các bài toán sau đây quan tâm đến số vua có thể có
trong một đàn gà.

A. Sự tồn tại của gà vua

Bài 1. a) Chứng minh rằng không có đàn gà nào có nhiều hơn một hoàng
đế.
b) Nêu ví dụ về một đàn gà có một hoàng đế.
c) Nêu ví dụ về một đàn gà không có hoàng đế.

Bài 2. Xét một đàn gà bất kì và một con gà G của nó.
a) Giả sử G thắng nhiều con gà nhất trong đàn. Chứng minh rằng G là một
vua của đàn. (Nói riêng mọi đàn gà không rỗng đều có ít nhất một vua.)
b) Giả sử G thua một con gà nào đó trong đàn. Chứng minh rằng G thua một
vua nào đó trong đàn.

Bài 3. Chứng minh rằng nếu một đàn gà (≥ 3 con) không có hoàng đế thì
phải có ít nhất ba vua.

B. Một đàn gà có thể có bao nhiêu vua?

Bài 4. Chứng minh rằng không có đàn gà nào có đúng hai vua.

Bài 5. Cho số nguyên dương n. Chứng minh rằng nếu tồn tại một đàn gà n
con mà tất cả đều là vua thì cũng tồn tại một đàn gà n+ 2 con mà tất cả đều
là vua.

Bài 6. Chứng minh rằng không có đàn gà 4 con nào mà tất cả đều là vua.

Bài 7. Hãy đưa ra ví dụ về một đàn gà 6 con mà tất cả đều là vua.

Bài 8. Cho các số nguyên dương k ≤ n. Chứng minh rằng tồn tại một đàn gà
n con, trong đó có đúng k vua, trừ hai trường hợp: k = 2, n ≥ 2 (bất kì) và
k = n = 4.

C. Sắp thứ tự đàn gà

Bài 9. Cho một đàn gà có n ≥ 2 con. Chứng minh rằng có thể đánh số các
con gà từ 1 đến n sao cho với mọi k = 1, 2, . . . , n − 1 thì con số k thắng con
số k + 1 và hơn nữa, nếu bỏ các con số 1, 2, . . . , k ra khỏi đàn gà thì con số
k + 1 là một vua trong đàn gà còn lại.



CÁC BÀI ĐỀ XUẤT: ĐẠI SỐ

1 MA TRẬN

Bài 1.1 (HV An ninh Nhân dân). Cho các ma trận A,B ∈ Mn(R) thỏa mãn
A2 +B2 = 2AB.

1) Chứng minh rằng ma trận AB −BA không khả nghịch.

2) Giả sử rank(A−B) = 1, chứng tỏ rằng AB −BA = On.

Bài 1.2 (HV An ninh Nhân dân). Cho các ma trận A,B ∈ Mn(R) và các số
α, β ∈ R, αβ 6= 0.
Biết rằng αA+ βB = AB. Chứng minh rằng rank(A) = rank(B).

Bài 1.3 (ĐH Giao thông Vận Tải). a) Chứng minh rằng nếu U, V ;A,B là
các ma trận vuông cấp hai sao cho UV = A và V U = B thì AU = UB và
BV = V A.

b) Hãy xác định tất cả các cặp ma trận vuông cấp hai (X, Y ) với phần tử
nguyên thỏa mãn hệ phương trình

X2 − Y 2 =

(
7 −4

4 −1

)

XY − Y X =

(
−2 2

−2 2

)

Bài 1.4 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). Cho các ma trận P,Q ∈
Mn(R) và các số α, β ∈ R thỏa mãn

P 2 + (2α− 1)P + α(α− 1)In = On, Q
2 + (2β − 1)Q+ β(β − 1)In = On

và ma trận P +Q+ (α + β − 1)In khả nghịch.
Chứng minh rằng rank(P + αIn) = rank(Q+ βIn).

Bài 1.5 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). Cho các ma trận A,B ∈
Mn(R) thỏa mãn A2B +BA2 = 2ABA.

Chứng minh rằng (AB −BA) là ma trận lũy linh.
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Bài 1.6 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). Cho các ma trận A,B ∈
Mn(R) thỏa mãn AB2 = A−B.

1) Chứng minh rằng các ma trận In ±B khả nghịch và tìm (In ±B)−1.

2) Chứng minh rằng AB = BA.

Bài 1.7 (HV Kỹ thuật Quân sự). a) Cho ma trận A ∈ Mn(R), (n ∈ N∗) là ma
trận phản đối xứng (tức là At = −A). Tìm ma trận X sao cho (E + A)X = 0.
b) Cho A ∈ Mn(C), (n ∈ N∗) sao cho Ak = Ak−1 với mội số nguyên dương k
nào đó. Chứng minh rằng Trace(Ak) = Trace(A) với mọi k ∈ N∗.

Bài 1.8 (ĐH Mỏ địa chất). Cho hai số thực dương a > 0, b > 0 và

A =

(
a+ b a− b
a− b a+ b

)
.

Tìm ma trận vuông B sao cho

B8 = A.

Bài 1.9 (ĐH Ngoại thương Hà Nội). a) Cho X là ma trận vuông cấp 2017.
Chứng minh rằng:

∣∣X −XT
∣∣ = 0

b) Khẳng định trên còn đúng hay không với X là ma trận vuông cấp 2018?

c) Cho A,B là các ma trận vuông cấp 2017 thỏa mãn A · AT = B · BT =
2018I2017 và AB = BA. Chứng minh rằng: |A2 −B2| = 0.

Bài 1.10 (ĐH Quy Nhơn). Tìm hai ma trận A,B có cỡ lần lượt là 4 × 2 và
2× 4 thỏa mãn:

AB =


1 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1

 .
Bài 1.11 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Cho A = [aij] ∈ Mat(n,K) là ma trận
vuông cấp n hệ số trong trường K. Phần bù đại số của phần tử aij của A là
Aij = (−1)i+jMij, trong đó Mij là định thức của ma trận thu được từ A bằng
cách xóa đi dòng i cột j. Ma trận A′ = [Aij] được gọi là ma trận phụ hợp của
ma trận A. Chứng minh rằng:

rank(A′) =


n nếu rankA = n;

1 nếu rankA = n− 1;

0 nếu rankA ≤ n− 2.
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Bài 1.12 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Cho dãy số Un xác định bởi

U0 = 0, U1 = 1, U2 = −1, Un+3 = 6Un + 5Un+1 − 2Un+2,∀n ≥ 0

Hãy tính U2018.

Bài 1.13 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Cho ma trận A ∈ Mn(R) thỏa
mãn A3 = 2In.

Chứng minh rằng ma trận B = A2 − 2A+ 2In khả nghịch.

Bài 1.14 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Cho các ma trận A,B ∈Mn(R)
và đặt

M =

[
A B
B A

]
, N =

[
A+B On

On A−B

]
P =

[
A −B
B A

]
, Q =

[
A+ iB On

On A− iB

]
, (i2 = −1)

Chứng minh rằng các ma trận M,N đồng dạng và các ma trận P,Q đồng
dạng.

Bài 1.15 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Cho các ma trận A,B ∈M3(R)
thỏa mãn

A2 +B2 =

1 2 0
2 1 2
0 2 1

 .
Chứng minh rằng AB 6= BA.

Bài 1.16 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Tồn tại hay không các ma trân
A,B vuông cấp n (n ≥ 2), trong đó A khả nghịch với AB −BA = A?

Bài 1.17 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Cho A,B là các ma trận cấp n.
Chứng minh rằng: Tồn tại số nguyên dương N sao cho rankAk = rankAk+1,
với mọi k ≥ N.

Bài 1.18 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Cho A là ma trận tam giác trên
cấp n
a/ Khi n = 2. Chứng minh rằng nếu A2018 = O thì A2 = O.
b/ Khi n = 3. Mệnh đề sau đây đúng hay sai: "Nếu A2018 = O thì A3 = O"?

Vì sao?

Bài 1.19 (ĐH Tây Bắc). Giả sử A và B là các ma trận vuông cấp n > 1 thoả
mãn các điều kiện sau: {

B6 = 0

AB = BA

Chứng minh rằng: A không suy biến khi và chỉ khi A+B không suy biến.
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2 ĐỊNH THỨC

Bài 2.1 (HV An ninh Nhân dân). Cho các ma trận P,Q ∈Mn(R) lũy linh và
thỏa mãn P +Q+ PQ = On.
Tính det(In + αP + βQ), với (α, β ∈ R).

Bài 2.2 (HV An ninh Nhân dân). Cho ma trận B ∈ Mn(C) và 2 vector
u1×n, vn×1.

Đặt A =

[
B −Bv
−uB uBv

]
. Chứng minh rằng

1) det(A) = 0.
2) Nếu det(B) = 0 thì PA(λ) = det(A− λIn+1) chia hết cho λ2.
Hỏi điều ngược lại của 2) có đúng không?

Bài 2.3 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Cho số tự nhiên n ≥ 3 và cho n số thực
x1, x2, · · · , xn . Tính định thức sau

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

sinx1 sinx2 · · · sinxn

cos
(π

4
− x1

)
cos
(π

4
− x2

)
· · · cos

(π
4
− xn

)
cos
(π

8
− x1

)
cos
(π

8
− x2

)
· · · cos

(π
8
− xn

)
· · · · · · · · · · · ·

cos
( π

2n
− x1

)
cos
( π

2n
− x2

)
· · · cos

( π
2n
− xn

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Bài 2.4 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Cho n là một số nguyên dương lẻ. Cho A là
một ma trận thực vuông cấp n thỏa mãn detA = 1 hoặc detA = −1. Gọi A′

là ma trận nhận được từ A bằng cách thay mỗi phần tử bằng phần bù đại số
của nó. Tính detA′.

Bài 2.5 (HV Kỹ thuật Quân sự). Giả sử A ∈M2018(Z).
a) Tìm điều kiện cần và đủ để tồn tại A−1 ∈M2018(Z).
b) Chứng minh rằng det(2018A+ E) 6= 0.

Bài 2.6 (ĐH Mỏ địa chất). Tính

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x 0 0 . . . 0 1/n!
−1 x 0 . . . 0 1/n!
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . x 1/n!
0 0 0 . . . −n 1/n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Bài 2.7 (ĐH Ngoại thương Hà Nội). Hãy tính định thức của ma trận vuông
A = (aij) cấp n× n với

aij =

{
(−1)|i−j| , ∀i 6= j
2 , ∀i = j
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Bài 2.8 (ĐH Ngoại thương Hà Nội). Gọi ∆n là định thức của ma trận A =

(aij)n×n thỏa mãn: aij =


x , nếu i = j

(−1)i+j a , nếu i < j

(−1)i+j b , nếu i > j

a. Tính ∆3.

b. Tính ∆n.

Bài 2.9 (Trường sĩ quan Không quân). Đặt xn = det(A), trong đó A là ma
trận cấp n cho bởi,

A =


cosα 1 0 0 . . . 0 0

1 2 cosα 1 0 . . . 0 0
0 1 2 cosα 1 . . . 0 0
. . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 2 cosα 1
0 0 0 0 . . . 1 2 cosα


n×n

a. Tính x2 và x3.

b. Tính xn.

3 HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH

Bài 3.1 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Cho n là một số tự nhiên lớn hơn 1 và cho
các số nguyên {aij : 1 ≤ i, j ≤ n}. Hãy giải hệ phương trình tuyến tính sau

1

2
x1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

1

22
x2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

.....................................................
1

2n
xn = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn

.

Bài 3.2 (HV Kỹ thuật Quân sự). Cho A ∈Mn(R), (n ∈ N∗) thỏa mãn A2017 6=
O, A2018 = O.
a) Chứng minh rằng hai hệ phương trình sau có cùng tập hợp nghiệm

Ax = 0 (1)
(A+ A2 + ...+ A2017)x = 0. (2)

b) Chứng minh rằng rank (A) = rank (A+ A2 + ...+ A2017) .
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Bài 3.3 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Giải hệ phương trình
20172017x + 20172017y + 20182018z + 20172017t = 0
20172017x + 20162016y + 20192019z + 20162016t = 0
20192019x + 20152015y + 20182018z + 20172017t = 0
20202020x + 20162016y + 20202020z + 20192019t = 0

Bài 3.4 (ĐH Tây Bắc). Cho ai; (i = 1, 2, 3, 4) là các số thực thuộc khoảng
(0; 1) . Giải hệ phương trình sau:

a1x1 + x2 + x3 + x4 = 0

x1 + a2x2 + x3 + x4 = 0

x1 + x2 + a3x3 + x4 = 0

x1 + x2 + x3 + a4x4 = 0

4 KHÔNG GIAN VÉC TƠ VÀ ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH

Bài 4.1 (ĐH Giao thông Vận Tải). Cho ánh xạ tuyến tính f : R3 → R3 với

f(x) = (x3, 2x1 + x2 − 2x3, x1)

với mọi x = (x1, x2, x3) ∈ R3. Cho dãy {u0, u1, . . . , u2018} xác định bởi

u0 = (1, 2, 3), f(uk+1 − uk) = 3uk, k > 1.

Hãy tính u2018.

Bài 4.2 (ĐH Quy Nhơn). Cho c1, . . . , cn, cn+1 là các số khác 0. Đặt

T =


0 cn+1

c1 0
c2 0

. . . . . .
cn 0

 .

Gọi φ : F [x]n → F [x]n là ánh xạ tuyến tính có ma trận đối với cơ sở
{1, x, . . . , xn} là T.

a) Tính detT và T n+1;

b) Xác định ảnh và hạt nhân của φ.

Bài 4.3 (Trường sĩ quan Không quân). Cho ϕ và ψ là hai toán tử tuyến tính
của không gian V . Chứng minh rằng ϕψ và ψϕ có cùng giá trị riêng.
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Bài 4.4 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Cho S là không gian con của không gian
véc tơ Mat(n,K) được sinh bởi tập tất cả các ma trận có dạng AB −BA, với
các A,B ∈ Mat(n,K). Chứng minh rằng: dimS = n2 − 1. Từ đó hãy chứng
tỏ rằng S chính là tập các ma trận có vết bằng không.

Bài 4.5 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Trong không gian R[x], với mỗi n ∈ N
ta chọn một đa thức fn 6= 0 có bậc đúng bằng n. Tập f0, f1, f2, ... có độc lập
tuyến tính không?

5 GIÁ TRỊ RIÊNG VÀ VÉC TƠ RIÊNG

Bài 5.1 (HV Kỹ thuật Quân sự). Cho A ∈ Mn(R), (n ∈ N∗), λ là nghiệm đơn
của đa thức đặc trưng. Chứng minh rằng rank(A− λE) = n− 1.

Bài 5.2 (ĐH Mỏ địa chất). Ma trận vuông đối xứng cấp n có tất cả các phần
tử dương. Chứng minh rằng tồn tại ít nhất một giá trị riêng dương.

Bài 5.3 (ĐH Quy Nhơn). Cho A ∈ Cn×n. Chứng minh rằng nếu tồn tại một
ma trận unita U sao cho UHAU = D là ma trận đường chéo thì tồn tại một
đa thức p sao cho AH = p(A).

Bài 5.4 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Cho ma trận A = [aij] ∈ Mn(R)

với aii = 2, aii−1 = aii+1 = −1, còn lại các phần tử khác đều bằng 0. Tức là

A =



2 −1 0 · · · 0 0 0
−1 2 −1 · · · 0 0 0
0 −1 2 · · · 0 0 0
...

...
... . . . ...

...
...

0 0 0 · · · 2 −1 0
0 0 0 · · · −1 2 −1
0 0 0 · · · 0 −1 2


.

Chứng minh rằng các giá trị riêng của A là số dương.

Bài 5.5 (ĐH Tây Bắc). Cho ma trận:

A =

−1 −3 0
−3 2 1

0 1 −1


a) Tìm các giá trị riêng của ma trận A.

b) Chứng minh rằng: Nếu λ là giá trị riêng của A thì λn là giá trị riêng của
An; với mọi n nguyên dương.

c) Tính định thức của ma trận (A4 + A2017).
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6 ĐA THỨC

Bài 6.1 (ĐH Giao thông Vận Tải). Cho P (x) là đa thức bậc n có n nghiệm
phân biệt là a1 < a2 < . . . < an. Gọi b là số thực thỏa mãn

2b < a1 + a2

Chứng minh rằng
2n−1|P (b)| > |P ′(a1)(b− a1)|.

Bài 6.2 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Cho n là một số nguyên dương. Gọi Pn[x] là
không gian véctơ các đa thức ẩn x với hệ số thực có bậc không vượt quá n và
đa thức 0. Với mỗi số thực a, ta kí hiệu: Ba = {1, x− a, · · · , (x− a)n}.

a) Chứng minh rằng Ba là một cơ sở của Pn[x].
b) Cho hai số thực phân biệt a, b. Tìm ma trận chuyển cơ sở từ Ba sang cơ

sở Bb.

Bài 6.3 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Cho a là một số thực. Xét đa thức

P (x) =
x2018

a2 − 2a+ 2
+ a.x2017 + (a− 1).x2012 − (a− 1).x6 − a.x− 1

2018
.

Chứng minh rằng phương trình P (P (x)) = x có ít nhất 2 nghiệm thực (kể cả
bội).

Bài 6.4 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). Cho P (x) là đa thức với
hệ số thực, bậc n, có n nghiệm thực phân biệt x1, x2, ..., xn. Chứng minh rằng

n∑
k=1

P ′′(xk)

P ′(xk)
= 0.

Bài 6.5 (HV Kỹ thuật Quân sự). Tìm tất cả các đa thức P (x) =
n∑
k=0

akx
k với

các hệ số ak ∈ {1,−1} ,∀k ∈ {0, 1, ..., n} , n ≥ 0 sao cho đa thức có tất cả các
nghiệm đều thực.

Bài 6.6 (ĐH Mỏ địa chất). Một đường thẳng cắt đồ thị hàm

y = 2x4 + 7x3 + 3x− 5

tại bốn điểm phân biệt (xi, yi), i = 1, 2, 3, 4.
Hãy tính tổng

x1 + x2 + x3 + x4

4
.
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Bài 6.7 (ĐH Mỏ địa chất). Giả sử x1, x2, . . . , x5 là nghiệm của phương trình
bậc 5 sau:

x5 − x− 1 = 0.

Hãy tính tổng
x6

1 + x6
2 + . . .+ x6

5.

Bài 6.8 (ĐH Quy Nhơn). Chứng minh rằng với mọi đa thức hệ số thực bậc
n > 1 có n nghiệm thực đôi một phân biệt x1, . . . , xn ta đều có

1

p′(x1)
+

1

p′(x2)
+ . . .+

1

p′(xn)
= 0.

Bài 6.9 (ĐH Quy Nhơn). Chứng minh rằng không tồn tại một đa thức f(x) =
a0 + a1x+ . . .+ anx

n, an 6= 0, thỏa mãn hai điều kiện:
(i) (a0, a1, . . . , an) là một hoán vị của (0, 1, . . . , n);
(ii) mọi nghiệm của f đều hữu tỷ;

và không âm trên toàn bộ tập số thực R.

Bài 6.10 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Cho đa thức P (x) ∈ R [x] bậc n ≥ 1 thỏa
mãn:

P (x).P (2x2) = P (2x3 + x), (3)

với mọi x ∈ R. Chứng minh rằng P (x) không có nghiệm thực.

Bài 6.11 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Giả sử x =
2017

2019
là nghiệm của

đa thức P (x) với hệ số nguyên. Hỏi tổng các hệ số của P (x) có thể bằng 2019
được không?

Bài 6.12 (ĐH Tây Bắc). a) Cho các đa thức f(x) = x5 − 4x2 + 2 và g(x) =
16x5 + 8x2 − 1. Gọi a là nghiệm lớn nhất trong các nghiệm thực của f(x)
và b là nghiệm nhỏ nhất trong các nghiệm thực của g(x). Chứng minh rằng:
a+ 2b = 0.

b) Cho đa thức f(x) = (2x5 − 2x4 − 23x3 − 7x2 + 49x+ 30)5 và α =
3

√
7 +

√
49

8
+

3

√
7−

√
49

8
. Hãy tính giá trị f(α).

7 TỔ HỢP

Bài 7.1 (ĐH Giao thông Vận Tải). Một kỹ sư có một cuộn dây điện có độ dài
2018m. Người đó cần phải chia nhỏ cuộn dây thành 351 đoạn với 100 đoạn
dài 10m, 250 đoạn dài 4m và một đoạn dài 18m. Hãy cho biết kỹ sư đó có
bao nhiêu cách để chia cuộn dây điện theo đúng yêu cầu trên.
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Bài 7.2 (ĐH Giao thông Vận Tải). Bốn xí nghiệp nước sạch có nhiệm vụ cung
cấp nước sinh hoạt cho một thành phố. Nếu hoạt động bình thường thì tổng
sản lượng hàng ngày của 4 xí nghiệp đúng bằng nhu cầu hàng ngày của cả
thành phố. Nếu một ngày nào đấy, một xí nghiệp cần thực hiện công tác bảo
dưỡng sửa chữa hệ thống sản xuất theo định kỳ thì sản lượng của xí nghiệp
đó được hạ xuống mức 50% sản lượng hàng ngày và nếu ba xí nghiệp còn
lại được sắp xếp theo sản lượng hàng ngày từ cao đến thấp thì phải tăng sản
lượng tương ứng theo các mức 20%, 15%, 10% . Trong những ngày như vậy,
nếu tổng sản lượng bị thiếu hụt thì lượng thiếu hụt (tính theo 1000m3) là 14
hoặc 56; nếu tổng sản lượng là dư thừa thì lượng dư thừa (tính theo 1000m3)
là 12 hoặc 36. Hãy xác định sản lượng hàng ngày của từng xí nghiệp và nhu
cầu nước sinh hoạt hàng ngày của toàn thành phố.

Bài 7.3 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Trong một hộp có 50 viên bi được đánh số
từ 1 đến 50. Bốc ngẫu nhiên đồng thời 3 viên bi trong hộp. Hỏi có bao nhiêu
cách bốc để được 3 viên bi có tổng ba số trên 3 viên bi là một số chia hết cho
3.

Bài 7.4 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Có rất nhiều các quả của các loại quả lê,
chuối, ổi, bưởi, hỏi có bao nhiêu cách sắp xếp một giỏ gồm n trái cây thỏa
mãn đồng thời các điều kiện sau
i) Số quả lê phải chẵn;
ii) Số quả chuối phải chia hết cho 6;
iii) Có nhiều nhất 5 quả ổi;
iv) Có nhiều nhất 1 quả bưởi.

Bài 7.5 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Trong không gian cho tậpA = {A1;A2; · · · ;A64}
gồm 64 điểm phân biệt sao cho khi lấy 4 điểm bất kì của tập A luôn tồn tại 2
điểm có khoảng cách nhỏ hoặc bằng 1. Chứng minh rằng tồn tại một tập con
E có ít nhất 22 điểm phân biệt của tập A sao cho khoảng cách giữa 2 điểm
bất kì của tập E đều nhỏ hơn hoặc bằng 2.



CÁC BÀI ĐỀ XUẤT: GIẢI TÍCH

1 DÃY SỐ

Bài 1.1 (ĐH Giao thông vận tải). Cho dãy số {un} xác định bởi{
0 < u1 < 1,

un+1 = u2
n − un + 1, với n = 1, 2, ...

Tìm
lim
n→∞

u1u2...un.

Bài 1.2 (ĐH Hàng hải Việt Nam). Cho dãy {xn}∞n=1 thỏa mãn lim
n→∞

(2018xn+2018−

xn) = a ∈ R. Chứng minh rằng dãy {xn}∞n=1 hội tụ và tìm lim
n→∞

xn.

Bài 1.3 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Cho số thực bất kỳ a > 0. Xét dãy số {xn}
được xác định như sau

x1 = a, xn+1 = xn +
2
√
xn

+
5

5
√
xn
, với mọi n ≥ 1.

a) Chứng minh dãy số
{
xn
6
√
n5

}
hội tụ và tính giới hạn của nó.

b) Chứng minh rằng dãy số
{ xn
nm

}
n≥1

hội tụ khi và chỉ khi m ≥ 5

6
.

Bài 1.4 (ĐH Quảng Bình). Cho dãy số (xn)n với

x1 = 2; xn+1 =
√

2018xn − 2017, n ≥ 1.

Chứng minh (xn)n hội tụ và tìm giới hạn.

Bài 1.5 (ĐH Quốc tế). Cho số thực a > 0. Xét dãy số (xn)n được xác định
bởi:

x1 = 0, xn+1 = a+ x2
n, n ≥ 1.

Tìm tất cả giá trị của a > 0 để dãy đã cho hội tụ và tính limn→∞ xn nếu có.

Bài 1.6 (Trường Sĩ quan Không quân). Cho dãy số un = 1
n

∑n
k=1 ln(1 + k

n
).

Chứng minh rằng tồn tại giới hạn hữu hạn limn→∞ un và tìm giới hạn đó.
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Hình 1 –

Bài 1.7 (Trường Sĩ quan Không quân). Hãng X chuyên kinh doanh đa cấp
theo mô hình bên dưới. Trong đó A,Bi, Cj, Dk, . . . 1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ 4, 1 ≤
k ≤ 8, .. tương ứng là các nhà phân phối cấp 1 đến cấp 4, . . . Mỗi một nhà
phân phối khi tham gia hệ thống phải đầu tư đúng N đồng và nộp cho Hãng
X. Mỗi một nhà phân phối chỉ được phép có nhiều nhất 2 nhà phân phối cấp
dưới trực tiếp (chẳng hạn, xem Hình 1, C3, C4 là cấp dưới trực tiếp của B2).
Nguyên tắc chia thưởng như sau: Khi một nhà phân phối Y cấp n mời được
một nhà phân phối làm cấp dưới trực tiếp cho mình thì Y được Hãng X chia
thưởng bằng r%N . Và mỗi khi nhà phân phối cấp dưới được chia thưởng, thì
cấp trên trực tiếp của họ cũng được Hãng X chia thưởng với số tiền bằng r%
so với số tiền mà cấp dưới trực tiếp của họ được nhận.

1) Với r = 40%, N = 10 triệu đồng, khi hệ thống phát triển đầy đủ đến
cấp 10 thì nhà phân phối A có lãi bao nhiêu? Số tiền mà Hãng X thu
được, sau khi trừ chi phí chia thưởng, là bao nhiêu?

2) Tìm r để khi hệ thống phát triển đầy đủ đến cấp 3 thì nhà phân phối
A bắt đầu có lãi.

3) Tìm r để A không bao giờ có lãi.

Bài 1.8 (CĐ Sư phạm Nam Định). Cho dãy (un) thỏa mãn u1 = a, un =√
3un−1 − 2 với n ≥ 2, n ∈ N.
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a) Tìm giới hạn của dãy khi a = 3.
b) Tìm điều kiện của a để dãy (un) có giới hạn.

Bài 1.9 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Cho dãy {un} được xác định bởi{
u1 = 1

un+1 = u2n
2018

+ un ; n = 1, 2, ...

Tính giới hạn

lim
n→∞

(
u1

u2

+
u2

u3

+ · · ·+ un
un+1

)
.

Bài 1.10 (ĐH Tây Bắc). Cho {εn}n∈N∗ là dãy số dương hội tụ về 0 và α ≥ 0 cố

định. Tính giới hạn lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ln

(
k + n

n
+ αεn

)
trong các trường hợp sau:

a) α = 0.
b) α > 0.

2 CHUỖI SỐ

Bài 2.1 (ĐH Giao thông vận tải). Cho chuỗi hội tụ

S =
+∞∑
n=1

1

n3
.

Chứng minh rằng

S =
4

3

(
1

13
− 1

23
+

1

33
− ...

)
.

Bài 2.2 (ĐH Hàng hải Việt Nam). Tính tổng của chuỗi
∞∑
n=0

1

(3n− 1)(3n− 2)
.

Bài 2.3 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Cho số thực α > 0.

Tính giới hạn lim
n→∞

1α + 2α + · · ·+ nα

nα+1
.

Bài 2.4 (ĐH Tây Bắc). Dãy {un}n∈N cho bởi

u0 = u1 = 2018, un+1 =
nu2

n

1 + (n+ 1)un
,∀n ∈ N∗.

a) Chứng minh chuỗi số
∞∑
n=0

un+1

un
hội tụ.

b) Từ đó tính tổng của chuỗi số nói trên.
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3 HÀM SỐ

Bài 3.1 (ĐH Bách khoa Thành phố HCM). Cho hàm số f(x) xác định trên
[1,+∞) thỏa mãn các điều kiện sau:
i) f(1) = a > 0

ii) f(x+ 1) = 2018(f(x))2 + f(x),∀x ∈ [1,+∞).

Tìm lim
n→∞

[
f(1)

f(2)
+
f(2)

f(3)
+ . . .+

f(n)

f(n+ 1)

]
Bài 3.2 (ĐH Hàng hải Việt Nam). Đặt P (x) =

(
9∑
i=0

xi
)6

. Giả sử ta có khai

triển P (x) =
54∑
i=0

aix
i. Tính a27.

Bài 3.3 (ĐH Ngoại thương Hà Nội). Cho hàm f : [0, 1] → R khả vi tại 0 sao

cho f(0) = 0. Tìm lim
n→+∞

n∑
k=1

f

(
k

n2

)
Bài 3.4 (Học viện Phòng không Không quân). a) Thế nào là tập compact?
Cho ví dụ về hai tập A và B là các tập đóng trong R nhưng A+B không phải
là tập đóng?
b) Cho A ⊂ Rn và f : A → Rp là hàm liên tục trên A. Nếu A là tập compact
thì f(A) cũng là tập compact không? Nếu có hãy làm sáng tỏ khẳng định
trên? Nếu không hãy đưa ra phản ví dụ minh họa?

Bài 3.5 (Học viện Phòng không Không quân). Cho a và b là hai số thực thỏa
mãn điều kiện (

1 +
1

n

)a+n

< e <

(
1 +

1

n

)b+n
.

Tìm min |a− b|?

Bài 3.6 (ĐH Quảng Bình). Giả sử f là hàm khả vi trên [a; b] thỏa mãn điều
kiện f(a) = f(b) = 0; f(x) 6= 0,∀x ∈ (a; b). Chứng minh rằng tồn tại dãy
(xn) ⊂ (a; b) sao cho

lim
n→∞

f ′(xn)

e2018nxnf(xn)
= 2018.

Bài 3.7 (ĐH Quốc tế). Cho hàm f liên tục trên [0, 1], khả vi trên (0, 1). Giả
sử

f(0) ≤ f(1); f(x) + f ′(x) < 2018,∀x ∈ (0, 1).

Chứng minh rằng f(x) < 2018,∀x ∈ (0, 1).
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Bài 3.8 (ĐH Quốc tế). Xét phương trình x2 + bx+ c = 0. Giả sử

1

2018
+

b

2017
+

c

2016
= 0.

Chứng minh rằng phương trình bậc hai đã cho có một nghiệm thuộc khoảng
(0, 1).

Bài 3.9 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Cho f : [a, b]→ [a, b] thoả mãn

|f(x)− f(y)| ≤ |x− y|,∀x, y ∈ [a, b].

1) Đặt S = {x ∈ [a, b] : f(x) = x}. Chứng minh rằng S 6= ∅.

2) Xét dãy số (xn) cho bởi x1 ∈ [a, b], xn+1 =
xn + f(xn)

2
. Chứng minh

rằng dãy (xn) hội tụ tới phần tử thuộc S.

Bài 3.10 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). a) Cho f : [a, b] → [a, b] là hàm liên
tục sao cho f(a) = a, f(b) = b và f(f(x)) = x, ∀x ∈ [a, b]. Chứng minh
rằng f(x) = x, ∀x ∈ [a, b].

b) Cho f , g : [0, 1]→ [0,+∞) là các hàm liên tục và sup
[0,1]

f(x) = sup
[0,1]

g(x).

Chứng minh rằng tồn tại x0 ∈ [0, 1] sao cho

f 2(x0) + 3f(x0) = g2(x0) + 3g(x0).

Bài 3.11 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Cho f : [0, 1] → R là hàm số khả vi và
f(1) = 0. Chứng minh rằng tồn tại số c ∈ (0, 1) sao cho |f(c)| ≤ 2018|f ′(c)|.

Bài 3.12 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Chứng minh rằng, nếu x > 0
thì

ex > 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
, ∀n ∈ N

Bài 3.13 (ĐH Tây Bắc). Cho hàm số f : R → R. Các khẳng định sau đây là
đúng hay sai, tại sao
a) Nếu f là hàm liên tục và có miền giá trị f(R) = R thì f là hàm đơn điệu
trên R;
b) Nếu f là hàm đơn điệu và có miền giá trị f(R) = R thì f liên tục trên R;
c) Nếu f là hàm đơn điệu và liên tục trên R thì miền giá trị f(R) = R.

Bài 3.14 (ĐH Thủy Lợi). Chứng minh rằng với mọi x ∈ R ta luôn có

f ′(x)− xf(x) = 1,

trong đó

f(x) =
∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!!
.
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4 PHÉP TÍNH VI PHÂN

Bài 4.1 (Học viện An ninh Nhân dân). Cho hàm f : [a, b] → R khả vi với
f(x) 6= kπ, k ∈ Z,∀x ∈ [a, b].
Chứng minh rằng tồn tại c ∈ (a, b) sao cho

2

a− c
< f ′(c). cot(f(c)) <

2

b− c
.

Bài 4.2 (Học viện An ninh Nhân dân). Cho f : [a, b] → R là hàm khả vi và
không phải là hàm tuyến tinh (đường thẳng).
Chứng tỏ rằng tồn tại p, q ∈ (a, b), p 6= q sao cho

f ′(p) <
f(b)− f(a)

b− a
< f ′(q).

Bài 4.3 (ĐH Bách khoa Thành phố HCM). Một chất điểm xuất phát từ trạng
thái đứng yên, chuyển động trên đường thẳng với gia tốc giảm dần. Khi đi
được quãng đường d nó đạt vận tốc v. Tìm thời gian chuyển động cực đại.

Bài 4.4 (ĐH Bách khoa Thành phố HCM). Cho f(x) khả vi trên (a, b); f(a) =
0 và tồn tại A > 0, α > 1 sao cho |f ′(x)| 6 A|f(x)|α,∀x ∈ [a, b]. Chứng minh
rằng f(x) ≡ 0 trên [a, b].

Bài 4.5 (ĐH Bách khoa Thành phố HCM). Hệ mạch máu bao gồm những
mạch máu (động mạch, tiểu động mạch, mao mạch và tĩnh mạch) giúp vận
chuyển máu từ tim đến các cơ quan và ngược trở về tim. Hệ này sẽ hoạt
động tốt nếu như năng lượng tim dùng để đẩy máu là nhỏ nhất. Cụ thể,
năng lượng này sẽ giảm khi kháng lực của máu thấp. Một trong những định
luật của Poiseuille chỉ ra công thức để tính kháng lực R này là

R = C
L

r4

với L là độ dài của mạch máu, r là bán kính và C là hằng số dương được xác
định theo độ nhớt của máu. Hình ảnh dưới đây cho thấy mạch máu chính
với bán kính r1 rẽ nhánh một góc θ (0 < θ < π) sang một mạch máu nhỏ hơn
với bán kính r2
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i) Hãy biểu diễn tổng kháng lực R của máu dọc theo đường ABC như là
một hàm số phụ thuộc góc θ.

ii) Chứng minh rằng R đạt giá trị nhỏ nhất khi cos θ =
r4

2

r4
1

iii) Tìm góc rẽ θ tối ưu khi bán kính của mạch máu nhỏ bằng hai phần ba
bán kính của mạch máu chính.

Bài 4.6 (ĐH Giao thông vận tải). Cho f : (−a, a) → R, a > 0. Giả sử f liên
tục tại 0 và tồn tại giới hạn

lim
x→0

f(x)− f(κx)

x
= l,

trong đó 0 < κ < 1. Chứng minh rằng tồn tại f ′(0).

Bài 4.7 (ĐH Hàng hải Việt Nam). Cho hàm số f(x) khả vi trên (−∞,+∞) .
Chứng minh rằng tồn tại số thực c thỏa mãn:

f(2017) + f(2019) + f(2021)− f(2016)− f(2018)− f(2020) = 3f
′
(c).

Bài 4.8 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Cho hàm số f : R → R khả vi đến cấp
hai trên R thỏa mãn f(0) = f(1) và f ′(0) = f ′(1). Chứng minh rằng tồn tại
c ∈ (0, 1) sao cho

f ′′(c) + (f ′(c))2 = 2018f 2017(c)(f ′(c))2.

Bài 4.9 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Giả sử có một chiếc tàu du lịch đậu cố định
trên vịnh Hạ Long và cách điểm gần nhất B trên đường bờ biển thẳng là
4 km, và điểm B cách khách sạn trên bờ biển là 3 km. Một người đàn ông
muốn tự về khách sạn trước mà không cần tàu du lịch quay lại bờ. Để tự về
được anh ta chỉ có duy nhất một cách là thực hiện một hành trình như sau:
trước tiên anh ta chèo thuyền thẳng vào một vị trí nằm giữa vị trí B và khách
sạn ở trên bờ biển với vận tốc không đổi v1 km/h, sau đó anh ta có thể phải
chạy bộ dọc bờ biển với vận tốc không đổi v2 km/h về khách sạn. Với tinh
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thần kiên cường và sức khỏe tốt, người đàn ông đã quyết định tự về khách
sạn bằng cách duy nhất đó.

a) Giả sử v1 = 2 km/h và v2 = 4 km/h. Xác định vị trí trên bờ biển sao cho
thời gian hoàn thành hành trình này là ít nhất so với thời gian hoàn thành
các hành trình có cùng các vận tốc đã cho.

b) Giả sử v2 = 5 km/h. Xác định giá trị tối thiểu của v1 sao cho thời gian
mà anh ta chèo thẳng trực tiếp tới khách sạn là ít nhất so với thời gian hoàn
thành các hành trình có cùng các vận tốc đã cho.

c) Giả sử θ là góc lệch giữa phương chèo thuyền và phương thẳng nối từ
tàu du lịch đến B. Xác định khoảng giá trị của θ khi tỉ lệ

v2

v1

thay đổi trong

(1, 2], biết rằng với mỗi cặp v1, v2 cho trước, anh ta luôn chọn hành trình về
đến được khách sạn với tổng thời gian ít nhất.

Bài 4.10 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Cho hàm số f : (0,+∞) → R là hàm có
đạo hàm đến cấp 2 thỏa mãn

lim
x→+∞

((x2 + 1)f ′′(x) + 4xf ′(x) + 2f(x)) = a,

với a là hữu hạn. Hãy xác định lim
x→+∞

f(x) và lim
x→+∞

(
x+

1

x

)
f ′(x).

Bài 4.11 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). Cho hàm số f(x) liên
tục trên đoạn [a, b], khả vi trong khoảng (a, b).
Chứng minh tồn tại điểm c,∈ (a, b) sao cho

2

a− c
< f ′(c). cos(f(c)) <

2

b− c
.

Bài 4.12 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). Cho hàm f khả vi tới
cấp 4 trên R và f (4) liên tục trên [0, 1]. Giả sử∫ 1

0

f(x)dx+ 3f(
1

2
) = 8

∫ 3
4

1
4

f(x)dx.

Chứng minh rằng tồn tại c ∈ (0, 1) sao cho f (4)(c) = 0.

Bài 4.13 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). Cho f, g : [a, b] → R là

các hàm khả vi thỏa mãn
∫ b

a

f(x)dx = 0.

Chứng minh rằng tồn tại c ∈ (a, b) sao cho

f ′(c)

∫ b

c

f(x)dx+ g′(c)

∫ b

c

g(x)dx = 2f(c)g(c).
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Bài 4.14 (ĐH Ngoại thương Hà Nội). Tìm giá trị lớn nhất của a và giá trị nhỏ
nhất của b sao cho với mọi số tự nhiên n thì bất đẳng thức

(
1 + 1

n

)n+a ≤ e ≤(
1 + 1

n

)n+b luôn đúng.

Bài 4.15 (Học viện Phòng không Không quân). Cho f : [0, 1]→ R khả vi hai

lần sao cho mọi x ∈ [0, 1] thì f ′′(x) ≤ 1. Chứng minh rằng f(0) − 2f

(
1

2

)
+

f(1) ≤ 1

4
.

Bài 4.16 (ĐH Quảng Bình). Cho hàm g(x) khả vi trên [0; 1] thỏa mãn g′(0) <
0; g′(1) > 2018. Chứng minh rằng tồn tại c ∈ (0; 1) sao cho g′(c) = 2018c2017.

Bài 4.17 (ĐH Quốc tế). Cho hàm f khả vi đến cấp hai trên [0,∞). Giả sử

f(0) > 0, f ′(0) < 0, f ′′(x) ≤ 0, ∀x ∈ (0,∞).

Chứng minh rằng tồn tại duy nhất số c ∈ (0,∞) sao cho f(c) = 0.

Bài 4.18 (ĐH Quốc tế). Giả sử hàm f bị chặn và khả vi đến cấp hai trên
(−∞,∞). Chứng minh rằng tồn tại c ∈ (−∞,∞) sao cho f ′′(c) = 0.

Bài 4.19 (ĐH Quốc tế). Cho hàm f liên tục, không âm trên [0, 1]. Giả sử

(f(x))2 ≤ 1 + 2

∫ x

0

f(t)dt, ∀x ∈ (0, 1).

Chứng minh rằng f(x) ≤ 1 + x, ∀x ∈ [0, 1].

Bài 4.20 (Trường Sĩ quan Không quân). Cho f(x) là một hàm số thực khả vi
trên [a; b] và có đạo hàm f ′′(x) trên (a; b). Chứng minh rằng với mọi x ∈ (a; b)
có thể tìm được ít nhất một điểm c ∈ (a; b) sao cho

f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a) =

(x− a)(x− b)
2

f ′′(c).

Bài 4.21 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Cho hàm số f(x) liên tục trên
đoạn [a, b], khả vi trong khoảng (a, b).
Chứng minh tồn tại điểm c,∈ (a, b) sao cho

2

a− c
< f ′(c) <

2

b− c
.

Bài 4.22 (CĐ Sư phạm Nam Định). Cho hàm f(x) =

x
2.

∣∣∣∣∣cos
π

x

∣∣∣∣∣ Nếu x 6= 0

0 Nếu x = 0

.



46

a) Chứng minh rằng f(x) khả vi tại x = 0.

b) Chứng minh rằng f(x) không khả vi tại x =
2

2017
.

Bài 4.23 (CĐ Sư phạm Nam Định). Để sản suất vỏ hộp sữa Ông Thọ dạng
hình trụ tròn với thể tích cố định là 500ml. Vỏ ngoài hộp được sản suất bằng
sắt không gỉ với chi phí 5 đồng/cm2. Vỏ ngoài ở hông được dán thêm nhãn
hiệu ở xung quanh với chi phí 1 đồng/cm2. Tìm chi phí nhỏ nhất để sản suất
ra vỏ hộp sữa Ông Thọ.

Bài 4.24 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Cho f : (0; +∞) → R có đạo
hàm cấp 2 liên tục, thỏa mãn∣∣∣f ′′(x) + 4xf

′
(x) + 2

(
2x2 + 1

)
f(x)

∣∣∣ ≤ 2018, ∀x ≥ 0

Chứng minh rằng: lim
x→+∞

f(x) = 0

Bài 4.25 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Cho hàm f khả vi, liên tục trên
[2018, 2019], thỏa mãn f(2019) = 0. Chứng minh rằng phương trình
(x− 2018)f ′(x) = (x− 2019)f(x) có nghiệm.

Bài 4.26 (ĐH Thủy Lợi). Cho f : R → R là hàm có đạo hàm đến cấp hai và
f
(π

2

)
= 0. Chứng minh rằng tồn tại c ∈ (0; π) sao cho:

f(c)− f ′′(c) = 2f ′(c) cot(c).

Bài 4.27 (ĐH Thủy Lợi). Xét tính khả vi tại x0 = 0 của hàm số sau:

f(x) =
∞∑
n=1

x

[(n− 1)x+ 1][nx+ 1]
.

5 PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN

Bài 5.1 (Học viện An ninh Nhân dân). Cho f : [0, 1] → R là hàm khả vi liên
tục và max

t∈[0,1]
|f ′(x)| = M <∞.

Khi đó ∀x ∈ [0, 1] ta có∣∣∣f(x)−
∫ 1

0

f(t)dt
∣∣∣ 6 1

4

[
(2x− 1)2 + 1

]
M

và hằng số
1

4
là tốt nhất có thể (không thể thay bởi số nhỏ hơn).
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Bài 5.2 (Học viện An ninh Nhân dân). Cho 0 < a < b và hàm f : [a, b] → R
liên tục.
Chứng minh rằng tồn tại c ∈ (a, b) sao cho

2f(c) =
1√
c

[√a+
√
c

a− c
+

√
b+
√
c

b− c

] ∫ c

a

f(x)dx.

Bài 5.3 (ĐH Bách khoa Thành phố HCM). Cho f(x) là hàm liên tục trên [0, 2]
, có đạo hàm trên (0, 2) và thỏa mãn f(0) = f(2) = 1, |f ′(x)| 6 1,∀x ∈ [0, 2].

Chứng minh rằng
∫ 2

0

f(x)dx > 1.

Bài 5.4 (ĐH Giao thông vận tải). Cho f : [1, 13] → R là hàm lồi khả tích.
Chứng minh rằng ∫ 3

1

f(x)dx+

∫ 13

11

f(x)dx ≥
∫ 9

5

f(x)dx.

Bài 5.5 (ĐH Hàng hải Việt Nam). Giả sử hàm f xác định trên R, tuần hoàn
chu kỳ T, T > 0, khả tích trên đoạn [0, T ]. Tính giới hạn

lim
x→∞

x∫
0

f(t)dt

x
.

Bài 5.6 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Cho hàm f : [0, 1] → R liên tục

với
∫ 1

0

[f(x)]3dx = 0. Chứng tỏ rằng

∫ 1

0

[f(x)]4dx >
27

4

[ ∫ 1

0

f(x)dx
]4

.

Bài 5.7 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Cho hàm f : [a, b] → R liên tục

và thỏa mãn
∫ b

a

f(x)dx = 0.

Chứng minh rằng tồn tại α ∈ (0,
b− a

2
) sao cho

f(
a+ b

2
− α) + f(

a+ b

2
+ α) = 0.

Bài 5.8 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Gọi M là tập hợp các hàm số liên tục f :
[0; 1]→ R thỏa mãn các điều kiện sau

a)
b∫
a

f(x)dx =
b− a

6

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

)
, với mọi số thực a, b

thỏa mãn 0 ≤ a < b ≤ 1;
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b) f(x) luôn có nghiệm trong [0, 1] và tập hợp các nghiệm của f(x) trong
[0, 1] là hữu hạn.
Chứng minh rằng:

1) Mọi đa thức bậc ba luôn thỏa mãn điều kiện a).

2)
1∫
0

|f(x)|dx ≤ 5

6
max
[0,1]
|f(x)| với mọi hàm số f(x) ∈M.

3) Với mỗi C ∈
(

0,
5

6

)
, tồn tại ít nhất một hàm số f(x) ∈M sao cho

1∫
0

|f(x)|dx > C max
[0,1]
|f(x)|.

Bài 5.9 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). Cho hàm f khả vi liên

tục trên [a, b] với
∫ b

a

f(x)dx = 0.

Đặt M = max
x∈[a,b]

|f ′(x)|. Chứng minh rằng

∣∣∣ ∫ b

a

xf(x)dx
∣∣∣ 6 (b− a)3

12
M.

Bài 5.10 (Học viện Phòng không Không quân). Cho x là số thực bất kỳ và
dãy số {an} được xác định như sau

an =

∫ n

0

lnx

1 + x2
dx, n = 1, 2, . . . .

1. (3 điểm) Tìm giá trị của x để dãy số {an} hội tụ.
2. (3 điểm) Tính lim

n→+∞
an với giá trị x vừa xác định.

Bài 5.11 (Học viện Phòng không Không quân). 1. Cho hàm số

f(x) =

{
0 nếu x ∈ I
1 nếu x ∈ Q.

Ở đây, Q và I lần lượt là tập các số hữu tỉ và tập các số vô tỉ. Hỏi có

tồn tại tích phân
∫ 1

0

f(x)dx. Nếu có hãy tính tích phân? Nếu không

hãy giải thích?
2. Cho hàm số f(x) khả vi liên tục cấp 2 trên R. Giả sử f(1) = 0 và∫ 1

0

f(x)dx = 0. Chứng minh rằng với mọi α ∈ (0, 1), ta có

1

4
max
0≤x≤1

|f ′′(x)| ≥ 10

∣∣∣∣∫ α

0

f(x)dx

∣∣∣∣
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Bài 5.12 (ĐH Quảng Bình). Cho hàm f(x) khả vi liên tục trên [0; 1] thỏa mãn
f(1) = 0 và ∫ 1

0

x3f(x)dx = −1

4
;

∫ 1

0

(f ′(x))2dx = 9.

Tính ∫ 1

0

f(x)dx

Bài 5.13 (Trường Sĩ quan Không quân). Cho In =
∫

dx
cosn x

, n ∈ N. Tính
I0, I1, I2 và lập công thức truy hồi để tính In.

Bài 5.14 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Cho hàm số f : R+ → R+ thỏa mãn các
tính chất:

(i) f(0) = 0.
(ii) f khả vi liên tục và tăng ngặt trên J = [0, c], c > 0.

Với a ∈ J và b ∈ f−1(J), chứng minh rằng∫ a

0

f(x)dx+

∫ b

0

f−1(x)dx ≥ ab

Mô tả ý nghĩa hình học của bất đằng thức này.

Bài 5.15 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Tìm tất cả các hàm số liên tục f : R→ R
sao cho

f(x) = 2018(1 + x2)
(

1 +

∫ x

0

f(s)ds

1 + s2

)
,∀x ∈ R.

Bài 5.16 (CĐ Sư phạm Nam Định). Cho f : [0, 1] → R, f(x) liên tục trên

đoạn [0, 1], f(0) = 2018. Tính lim
n→+∞

1∫
0

f (xn) dx

Bài 5.17 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Cho hàm f(x) khả vi, liên tục
trên [0, 1], thỏa mãn

f(1) = 5,

1∫
0

xf(x)dx = 1,

1∫
0

(f ′(x))
2
dx = 45.

Tính

1∫
0

f(x)ex
4

dx

Bài 5.18 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Tìm hàm f(x) khả vi, liên tục

trên [0; 1], thỏa mãn


f(0) = 0, f(1) = ln 3
1∫
0

(
ef(x)f ′(x)

)2
dx ≤ 4
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Bài 5.19 (ĐH Tây Bắc). Cho f : [0, 1]→ R là hàm khả vi liên tục đến cấp hai
trên (0, 1) thỏa mãn các điều kiện f(0) = f(1) = 0 và x2f ′′(x)+x4f ′(x)−f(x) =
0,∀x ∈ (0, 1). Chứng minh rằng
a) Nếu f đạt giá trị lớn nhất M tại điểm x0 ∈ (0, 1) thì M = 0;
b) Hàm f ≡ 0 trên [0, 1].

Bài 5.20 (ĐH Tây Bắc). Cho f0 : [0, 1] → R là hàm liên tục và fn : (0, 1] →
R, n ∈ N∗ là dãy hàm số xác định bởi

fn+1(x) =
1

x

∫ x

0

fn(t)dt,∀x ∈ (0, 1], n ∈ N.

Hãy xác định giới hạn của dãy hàm {fn}n∈N trên tập (0, 1] trong các trường
hợp sau:
a) Hàm f0 đơn điệu.
b) Hàm f0 biến thiên tùy ý.

Bài 5.21 (ĐH Thủy Lợi). Cho dãy số {un}∞n=1 xác định bởi

un =

∫ n+2018

n

sinx

x
dx.

Hãy tìm lim
n→∞

un.

Bài 5.22 (ĐH Thủy Lợi). Tìm hàm số liên tục f : [0; 1]→ R thỏa mãn

f(x) =

2018 , nếu x = 0
1

x

∫ x
0
f(t)dt , nếu 0 < x ≤ 1.

Bài 5.23 (ĐH Thủy Lợi). Xác định nguyên hàm

I =

∫
x2earctanx

√
x2 + 1

dx.
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6 PHƯƠNG TRÌNH HÀM

Bài 6.1 (ĐH Giao thông vận tải). Tìm tất cả các hàm liên tục f : R→ R sao
cho

f(
√
x2 + y2) = f(x)f(y) ∀x, y ∈ R.

Bài 6.2 (ĐH Quảng Bình). Cho dãy số (xn)n với
Tìm hàm số f(x) liên tục trên R thỏa mãn

f(x) = f(sinx), ∀x ∈ R.

Bài 6.3 (CĐ Sư phạm Nam Định). Tìm tất cả các đa thức P (x) sao cho

P (2x− x2) = (P (x))2.

Bài 6.4 (ĐH Tây Bắc). Hãy tìm đa thức f có hệ số thực, hệ số của lũy thừa

bậc cao nhất bằng 1, thỏa mãn các điều kiện lim
x→∞

f ′′(x) = lim
x→∞

f

(
1

x

)
và

f(x) ≥ f(2018),∀x ∈ R.
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Phần III

HƯỚNG DẪN GIẢI
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ĐỀ THI CHÍNH THỨC

1 ĐẠI SỐ

Thời gian làm bài: 180 phút.

1.1 BẢNG A

Bài 1. (a)

A2 =

 −4 −4 4
−8 −8 8
−16 −16 16

 , A4 =

−16 −16 16
−32 −32 32
−64 −64 64

 .

(b)
Cách 1: Tính trực tiếp.
- Tính rank(A) = 2.
- Tính

A2 =

 −4 −4 4
−8 −8 8
−16 −16 16

 .

và do đó rank(A2) = 1.
- Tổng quát, với k > 1 thì

Ak =

 −(−2)k −(−2)k (−2)k

(−2)k+1 (−2)k+1 −(−2)k+1

−(−2)k+2 −(−2)k+2 (−2)k+2

 = (−2)k

−1 −1 1
−2 −2 2
−4 −4 4

 .

và rank(Ak) = 1.
Vậy N = 2.

Cách 2: Sử dụng dạng chuẩn Jordan.
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- Tính dạng chuẩn Jordan của A, có

A ∼ B =

0 1 0
0 0 0
0 0 −2


- Do đó

Ak ∼ Bk =

0 0 0
0 0 0
0 0 (−2)k


với mọi k > 1. Nói riêng, rank(Ak) = 1 với mọi k > 1.
Vậy số nhỏ nhất cần tìm là N = 2.

Bài 2. (a)
Cách 1:
- Gọi xk, yk tương ứng là số dân tại các vùng nông thôn và vùng đô thị sau
k năm. Ví dụ, x0 = x, y0 = y. Ta có xk+1 = 1

2
xk + 1

4
yk, yk+1 = 3

4
yk + 1

2
xk. Nói

cách khác [
xk+1

yk+1

]
=

[
1
2

1
4

1
2

3
4

]
·
[
xk
yk

]
.

- Từ đó suy ra, [
xk
yk

]
= An ·

[
x0

y0

]
,

trong đó A =

[
1
2

1
4

1
2

3
4

]
.

- Đa thức đặc trưng của A là x2 − 5
4
x + 1

4
= (x − 1)(x − 1

4
). Từ đây, ta suy

ra A có các véctơ riêng
[
1
2

]
,
[

1
−1

]
tương ứng với các giá trị riêng 1, 1/4. Vậy,

nếu ta đặt P =

[
1 1
2 −1

]
, thì P−1AP = D, trong đó D là ma trận đường chéo

với các hệ số trên đường chéo lần lượt là 1 và 1/4. Ta dễ dàng tính được

P−1 =

[
1
3

1
3

2
3
−1

3

]
.

- Suy ra A = PDP−1 và

Ak = PDkP−1 =

[
1 1
2 −1

] [
1 0
0 1

4n

] [
1
3

1
3

2
3
−1

3

]
=

[
1
3

+ 2
3·4k

1
3
− 1

3·4k
2
3
− 2

3·4k
2
3

+ 1
3·4k

]
.

- Từ đó,

xk =

(
1

3
+

2

3 · 4k

)
x+

(
1

3
− 1

3 · 4k

)
y,

yk =

(
2

3
− 2

3 · 4k

)
x+

(
2

3
+

1

3 · 4k

)
y.
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Lưu ý: Để tính Ak cũng có thể dùng quy nạp theo n.

Cách 2: Lập luận tương tự trên, ta có xk+1 = 1
2
xk + 1

4
yk, yk+1 = 3

4
yk + 1

2
xk.

Thay yk = 4xk+1 − 2xk vào phương trình thứ hai, ta được

4xk − 5xk−1 + xk−2 = 0.

Từ đó dẫn đến xk − xk−1 = 1
4k
y − 2 1

4k
x. Vậy

xk = x0 +
k∑
i=1

1

4i
y − 2

k∑
i=1

1

4i
x.

Từ đó suy ra

xk =

(
1

3
+

2

3 · 4k

)
x+

(
1

3
− 1

3 · 4k

)
y,

Tương tự

yk =

(
2

3
− 2

3 · 4k

)
x+

(
2

3
+

1

3 · 4k

)
y.

(b) Câu trả lời là không. Nếu yk = 4xk thì thay vào phương trình trên ta được

(2 + 10/4k)x+ (2− 5/4k)y = 0.

Vì x, y > 0 nên điều này chỉ có thể xảy ra k = 0 và y = 4x, trái với giả thiết.

Bài 3. (a) Ta có XA = X3 = AX.

(b) Gọi ma trận bên phải là A, như vậy X2 = A. Dưới đây là hai cách giải
Cách 1: Giải hai hệ AX = XA và X2 = A.
- Giả sử X = (xij)3×3. Từ AX = XA, ta được hệ phương trình của xij, rút
gọn lại là 

x21 = x31 = x32 = x12 = 0,

x22 + 6x23 − x33 = 0

x11 + 15x13 − x33 = 0.

- Kết hợp với X2 = A, ta được x2
11 = 1, x2

22 = 4, x2
33 = 16. Từ đó tính được

x13, x23, các giá trị nhận được đều thỏa mãn X2 = A. Vậy có tất cả 23 = 8 ma
trận thỏa mãn đề bài.

Cách 2: - Đa thức đặc trưng của A là ΠA(x) = det(xI3 − A) = (x − 1)(x −
4)(x− 16).
- Đa thức có 3 nghiệm đơn nên A có thể chéo hoá được với các hệ số trên
đường chéo bằng 1, 4, 16. Như vậy, ta có thể viết A = P−1DP , trong đó D là
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ma trận vuông với các hệ số trên đường chéo lần lượt là 1, 4, 16 và P là một
ma trận khả nghịch. Ta suy ra PX2P−1 = D.
- Như vậy, nếu ta đặt PXP−1 = Y thì phương trình ban đầu trở thành

Y 2 = D. (∗)

Theo câu (a), ta suy ra Y D = DY . Từ đây, dễ thấy Y phải là một ma trận
đường chéo. Gọi y1, y2, y3 tương ứng là các hệ số trên đường chéo của Y . Thế
thì (*) tương đương với y2

1 = 1, y2
2 = 4, y2

3 = 16. Từ đây, ta suy ra 8 nghiệm là
(y1, y2, y3) = (±1,±2,±4). Ta kết luận rằng (*) có 8 nghiệm và vì thế phương
trình ban đầu có 8 nghiệm.

Bài 4. (a) Đặt A =

(
a b
c d

)
với a, b, c, d > 0. Đa thức đặc trưng của A có dạng

x2 − (a + d)x + (ad− bc). Biệt thức của đa thức này ∆ = (a− d)2 + 4bc > 0.
Vậy A có 2 giá trị riêng phân biệt và đều là số thực.
Vì tổng hai nghiệm bằng a + d > 0 nên trị riêng có giá trị tuyệt đối lớn nhất
phải là số dương.
(b) Gọi t là trị riêng lớn nhất và v = (x, y) là véc tơ riêng ứng với t. Ta có

(a− t)x+ by = cx+ (d− t)y = 0.

Nếu x và y không cùng dấu thì a − t và b cùng dấu, d − t và c cùng dấu. Do
đó a− t và d− t đều > 0. Hay t < 1

2
(a+ d). Điều này mâu thuẫn với việc t là

giá trị riêng lớn nhất (vì tổng các trị riêng bằng a+ d).

(c) A có ít nhất một giá trị riêng khác 0. Thật vậy, nếu tất cả các trị riêng của
A đều bằng 0 thì theo định lý Cayley-Hamilton, A3 = 0. Điều này mâu thuẫn
với việc A là ma trận dương.
Đặt t là trị riêng của A mà có mô đun lớn nhất (t có thể là số phức). Sau đây
ta ký hiệu |x| là véc tơ mà thành phần là mô đun của các thành phần của
véc tơ x. Ta viết x ≥ y nếu các tọa độ của x đều ≥ tọa độ tương ứng của y.
Giả sử x là véc tơ riêng của A ứng với t. Ta có (theo bất đẳng thức tam giác
|a+ b| ≤ |a|+ |b|),

|Ax| ≤ A|x|.

Từ đó
|t||x| = |tx| =≤ A|x|.

Ta cần chứng minh dấu bằng xảy ra. Giả sử trái lại. Đặt B = A/|t|. Thì
B|x| − |x| = y > 0. Nghĩa là véc tơ y khác 0 và có các thành phần không âm.
Từ đó By có tất cả các thành phần > 0. Đặt z := B|x| thì ta có

Bz − z = By.
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Từ tính chất của By nói trên, tồn tại λ > 1 sao cho

Bz > λz.

Theo trên thì z là véc tơ có các thành phần đều dương, B có các trị riêng đều
có mô đun ≤ 1. Tác động B nhiều lần vào bất đẳng thức cuối cùng ta suy ra
vô lý.

Bài 5. (a) Kí hiệu các điểm được đánh dấu, theo chiều kim đồng hồ, lần lượt
là A1, A2, . . . , A6. Dễ thấy rằng A1 phải được nối với A2, A6 hoặc A4.
- Nếu A1 nối với A4 thì ta phải nối A2 với A3 và A5 với A6.
- Nếu A1 nối với A2 thì hoặc là A6 nối với A5 còn A3 nối với A4, hoặc là A6

nối với A3 và A5 nối với A4.
- Tương tự, nếu A1 nối với A6 thì hoặc là A2 nối với A3 và A4 với A5 hoặc là
A2 nối với A5 và A3 với A4.
Như vậy, có cả thảy 5 cách nối.

(b) Gọi X là tập 3 điểm được gán các số 1, 2, 3 và Y là tập 3 điểm còn lại. Ta
sẽ chỉ ra rằng tồn tại 3 dây cung không có điểm chung, mỗi dây cung nối một
điểm của X và một điểm của Y . Một cách nối như vậy thoả mãn yêu cầu bài
toán vì tổng các số tương ứng với 3 dây cung này bằng 4+5+6−1−2−3 = 9.
- Dễ thấy rằng có một điểm của X nằm kề một điểm của Y (đó là hai điểm
liên tiếp nếu ta đi theo chiều kim đồng hồ). Kẻ dây cung nối 2 điểm này rồi
loại bỏ 2 điểm đánh dấu này lẫn dây cung đi, ta còn lại 4 điểm được đánh
dấu trên đường tròn và 2 tập con X ′, Y ′ tương ứng, mỗi tập gồm 2 điểm được
đánh dấu.
- Bây giờ, lập luận tương tự, ta cũng suy ra có một điểm của X ′ kề nhau với
một điểm Y ′ trên đường tròn đã bỏ đi 2 điểm trước đó. Kẻ dây cung nối 2
điểm này cũng như dây cung nối 2 điểm còn lại. Bây giờ, khôi phục lại dây
cung ban đầu. Dễ thấy, 3 dây cung được kẻ đôi một không có điểm chung.
Bài toán được giải quyết.

1.2 BẢNG B

Bài 1. Ký hiệu ma trận cần tính định thức là

An =


a 0 . . . 0 n− 1
0 a . . . 0 n− 2
...

... . . . ...
...

0 0 . . . a 1
n− 1 n− 2 . . . 1 a
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(a) Tính trực tiếp ta được |A4| = a4 − 14a2;

(b) Khai triển theo cột thứ nhất, ta được

|An| = a|An−1|+ (−1)n−1(n− 1)|B|,

với

|B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 . . . 0 n− 1
a . . . 0 n− 2
... . . . ...

...
0 . . . a 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n−1×n−1

= (−1)n−2(n− 1)an−2.

Do đó

|An| = a|An−1|− (n−1)2an−2 = an−an−2

n−1∑
i=1

i2 = an− 1

6
an−2(n−1)n(2n−1).

Vậy A2018 = a2018 − 1009.1345.2017.a2016 = a2018 − 2, 737, 280, 785.a2016.

Bài 2. (a)
Cách 1:
- Gọi xk, yk tương ứng là số dân tại các vùng nông thôn và vùng đô thị sau
k năm. Ví dụ, x0 = x, y0 = y. Ta có xk+1 = 1

2
xk + 1

4
yk, yk+1 = 3

4
yk + 1

2
xk. Nói

cách khác [
xk+1

yk+1

]
=

[
1
2

1
4

1
2

3
4

]
·
[
xk
yk

]
.

- Từ đó suy ra, [
xk
yk

]
= An ·

[
x0

y0

]
,

trong đó A =

[
1
2

1
4

1
2

3
4

]
.

- Đa thức đặc trưng của A là x2 − 5
4
x + 1

4
= (x − 1)(x − 1

4
). Từ đây, ta suy

ra A có các véctơ riêng
[
1
2

]
,
[

1
−1

]
tương ứng với các giá trị riêng 1, 1/4. Vậy,

nếu ta đặt P =

[
1 1
2 −1

]
, thì P−1AP = D, trong đó D là ma trận đường chéo

với các hệ số trên đường chéo lần lượt là 1 và 1/4. Ta dễ dàng tính được

P−1 =

[
1
3

1
3

2
3
−1

3

]
.

- Suy ra A = PDP−1 và

Ak = PDkP−1 =

[
1 1
2 −1

] [
1 0
0 1

4n

] [
1
3

1
3

2
3
−1

3

]
=

[
1
3

+ 2
3·4k

1
3
− 1

3·4k
2
3
− 2

3·4k
2
3

+ 1
3·4k

]
.



1. ĐẠI SỐ 61

- Từ đó,

xk =

(
1

3
+

2

3 · 4k

)
x+

(
1

3
− 1

3 · 4k

)
y,

yk =

(
2

3
− 2

3 · 4k

)
x+

(
2

3
+

1

3 · 4k

)
y.

Lưu ý: Để tính Ak cũng có thể dùng quy nạp theo n.

Cách 2: Lập luận tương tự trên, ta có xk+1 = 1
2
xk + 1

4
yk, yk+1 = 3

4
yk + 1

2
xk.

Thay yk = 4xk+1 − 2xk vào phương trình thứ hai, ta được

4xk − 5xk−1 + xk−2 = 0.

Từ đó dẫn đến xk − xk−1 = 1
4k
y − 2 1

4k
x. Vậy

xk = x0 +
k∑
i=1

1

4i
y − 2

k∑
i=1

1

4i
x.

Từ đó suy ra

xk =

(
1

3
+

2

3 · 4k

)
x+

(
1

3
− 1

3 · 4k

)
y,

Tương tự

yk =

(
2

3
− 2

3 · 4k

)
x+

(
2

3
+

1

3 · 4k

)
y.

(b) Câu trả lời là không. Nếu yk = 4xk thì thay vào phương trình trên ta được

(2 + 10/4k)x+ (2− 5/4k)y = 0.

Vì x, y > 0 nên điều này chỉ có thể xảy ra k = 0 và y = 4x, trái với giả thiết.

Bài 3. (a) Ta có

A2 =


15 15 −10 −10
15 15 −10 −10
35 10 −15 −15
10 35 −15 −15

 A3 =


100 −25 −25 −25
100 −25 −25 −25
100 −25 −25 −25
200 −50 −50 −50


Từ đó tính được A4 = 0;
(b)
Cách 1:
- Dễ thấy nghiệm của hệ Ax = 0 cũng là nghiệm của hệ còn lại.
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- Ngược lại, giả sử véc tơ x là một nghiệm của hệ phương trình (2), ta có(
A+ A2 + A3

)
x =

(
E + A+ A2

)
Ax = 0,

trong đó E là ma trận đơn vị.
- Chứng minh E + A+ A2 = (E − A)−1 là ma trận khả nghịch.
- Vì vậy Ax = 0.

Lưu ý: Cũng có thể chứng minh A + A2 là lũy linh để suy ra E + A + A2 là
khả nghịch.

Cách 2:
- Tính trực tiếp ma trận

A+ A2 + A3 =


117 −8 −33 −38
121 −9 −34 −39
136 −9 −39 −44
211 −14 −59 −69


- Giải hệ phương trình ta được nghiệm (1

2
x4,

1
2
x4,

1
2
x4, x4).

- Mặt khác, giải hệ Ax = 0 ta cũng được nghiệm (1
2
x4,

1
2
x4,

1
2
x4, x4).

Bài 4. (a) Đặt A =

(
a b
c d

)
với a, b, c, d > 0. Đa thức đặc trưng của A có dạng

x2 − (a + d)x + (ad− bc). Biệt thức của đa thức này ∆ = (a− d)2 + 4bc > 0.
Vậy A có 2 giá trị riêng phân biệt và đều là số thực.
Vì tổng hai nghiệm bằng a + d > 0 nên trị riêng có giá trị tuyệt đối lớn nhất
phải là số dương.
(b) Gọi t là trị riêng lớn nhất và v = (x, y) là véc tơ riêng ứng với t. Ta có

(a− t)x+ by = cx+ (d− t)y = 0.

Nếu x và y không cùng dấu thì a − t và b cùng dấu, d − t và c cùng dấu. Do
đó a− t và d− t đều > 0. Hay t < 1

2
(a+ d). Điều này mâu thuẫn với việc t là

giá trị riêng lớn nhất (vì tổng các trị riêng bằng a+ d).
(c) A có ít nhất một giá trị riêng khác 0. Thật vậy, nếu tất cả các trị riêng của
A đều bằng 0 thì theo định lý Cayley-Hamilton, A3 = 0. Điều này mâu thuẫn
với việc A là ma trận dương.
Đặt t là trị riêng của A mà có mô đun lớn nhất (t có thể là số phức). Sau đây
ta ký hiệu |x| là véc tơ mà thành phần là mô đun của các thành phần của
véc tơ x. Ta viết x ≥ y nếu các tọa độ của x đều ≥ tọa độ tương ứng của y.
Giả sử x là véc tơ riêng của A ứng với t. Ta có (theo bất đẳng thức tam giác
|a+ b| ≤ |a|+ |b|),

|Ax| ≤ A|x|.
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Từ đó
|t||x| = |tx| =≤ A|x|.

Ta cần chứng minh dấu bằng xảy ra. Giả sử trái lại. Đặt B = A/|t|. Thì
B|x| − |x| = y > 0. Nghĩa là véc tơ y khác 0 và có các thành phần không âm.
Từ đó By có tất cả các thành phần > 0. Đặt z := B|x| thì ta có

Bz − z = By.

Từ tính chất của By nói trên, tồn tại λ > 1 sao cho

Bz > λz.

Theo trên thì z là véc tơ có các thành phần đều dương, B có các trị riêng đều
có mô đun ≤ 1. Tác động B nhiều lần vào bất đẳng thức cuối cùng ta suy ra
vô lý.

Bài 5. (a) Kí hiệu các điểm được đánh dấu, theo chiều kim đồng hồ, lần lượt
là A1, A2, . . . , A6. Dễ thấy rằng A1 phải được nối với A2, A6 hoặc A4.
- Nếu A1 nối với A4 thì ta phải nối A2 với A3 và A5 với A6.
- Nếu A1 nối với A2 thì hoặc là A6 nối với A5 còn A3 nối với A4, hoặc là A6

nối với A3 và A5 nối với A4.
- Tương tự, nếu A1 nối với A6 thì hoặc là A2 nối với A3 và A4 với A5 hoặc là
A2 nối với A5 và A3 với A4.
Như vậy, có cả thảy 5 cách nối.

(b) Tổng của các số gán cho các dây cung là

S = |a− x|+ |b− y|+ |c− z|,

với a, b, c, x, y, z là các số từ 1, 2, . . . , 6. Tổng này lớn nhất khi a, b, c lớn nhất
và x, y, z nhỏ nhất.
Kết luận: max(S) = 9, đạt được nếu x = 1, y = 2, z = 3, a = 4, b = 5, c = 6.
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2 GIẢI TÍCH

Thời gian làm bài: 180 phút.

2.1 BẢNG A

Bài 1. Dễ thấy xn > 1 với mọi n > 1. Hơn nữa, 2018(xn+1−xn) = x2
n−xn > 0

(vì xn > 1) với mọi n > 1. Từ đây suy ra (xn)∞n=1 là một dãy tăng ngặt.
Giả sử dãy (xn)∞n=1 bị chặn trên; tức là (do tính tăng của dãy), tồn tại giới
hạn hữu hạn limn→∞ xn = a > 1.
Chuyển 2018xn+1 = x2

n + 2017xn qua giới hạn ta được 2018a = a2 + 2017a;
suy ra a = 0 hoặc a = 1, mâu thuẫn! Vậy, dãy (xn)∞n=1 không bị chặn trên.
Với mọi n > 1, ta có:

2018(xn+1 − 1) = x2
n + 2017xn − 2018 = (xn + 2018)(xn − 1)

⇒ 1

xn − 1
=

xn + 2018

2018(xn+1 − 1)
=

xn
2018(xn+1 − 1)

+
1

xn+1 − 1

⇒ xn
xn+1 − 1

= 2018

(
1

xn − 1
− 1

xn+1 − 1

)
.

Suy ra:
∑n

i=1

xi
xi+1 − 1

= 2018

(
1

x1 − 1
− 1

xn+1 − 1

)
.

Vì dãy {xn} tăng và không bị chặn trên nên limn→∞ xn = +∞.
Vậy, limn→∞

∑n
i=1

xi
xi+1 − 1

=
2018

x1 − 1
= 1.

Bài 2. Cách 1:
— Đặt F (x) = x

∫ x
0
f(t)dt −

∫ x
0
tf(t)dt, ta có hàm F khả vi trên [0, 1]

với F (0) = F (1) = 0. Theo định lý Rolle, tồn tại x0 ∈ (0, 1) sao cho
F ′(x0) = 0, tức là

∫ x0
0
f(t)dt = 0.

— Đặt G(x) = e−2018f(x)
∫ x

0
f(t)dt, ta có hàm G khả vi trên [0, 1] với

G(0) = G(x0) = 0. Vẫn theo định lý Rolle, tồn tại c ∈ (0, x0) sao
cho G′(c) = 0. Từ đây ta được f(c) = 2018f ′(c)

∫ c
0
f(t)dt.

Cách 2:
— Đặt F (x) =

∫ x
0
f(t)dt, ta có F ′(x) = f(x) và

∫ x
0
F (t)dt = xF (x) −∫ x

0
tf(t)dt = x

∫ x
0
f(t)dt−

∫ x
0
tf(t)dt. Do đó,

∫ 1

0
F (t)dt = 0. Theo định

lý giá trị trung bình cho tích phân, tồn tại x0 ∈ (0, 1) sao cho F (x0) = 0
hay

∫ x0
0
f(t)dt = 0.
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— Đặt G(x) = e−2018f(x)
∫ x

0
f(t)dt, ta có hàm G khả vi trên [0, 1] với

G(0) = G(x0) = 0. Theo định lý Rolle, tồn tại c ∈ (0, x0) sao cho
G′(c) = 0. Từ đây ta được f(c) = 2018f ′(c)

∫ c
0
f(t)dt.

Bài 3. Cách 1:

• Đặt M = max
x∈[a,b]

|f ′(x)| (0 ≤M < +∞ do f ′ liên tục) và

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt+M
(x− a)(x− b)

2
(∀x ∈ [a, b]).

Ta có: F (a) = F (b) = 0 và F ′′(x) = f ′(x) +M ≥ 0 ∀x ∈ [a, b].
• Do F là hàm lồi trên [a, b] và F (a) = F (b) = 0 nên F (x) ≤ 0 ∀x ∈

[a, b]; vậy,∫ x

a

f(t)dt ≤M
(x− a)(b− x)

2
≤ M

2

(
(x− a) + (b− x)

2

)2

=
(b− a)2

8
M

với mọi x ∈ [a, b].

• Đặt G(x) =
∫ x
a
f(t)dt −M (x− a)(x− b)

2
(∀x ∈ [a, b]), ta có hàm G

lõm trên [a, b] và đi đến bất đẳng thức (đối ngẫu):∫ x

a

f(t)dt ≥ −(b− a)2

8
M

với mọi x ∈ [a, b].

Cách 2 (SV. Phạm Bảo Trung - ĐH Bách Khoa Hà Nội):

Đặt F (x) =
∫ x
a
f(t)dt, khi đó F (x) là hàm số khả vi cấp 2, liên tục trên đoạn

[a, b]. Từ giả thiết bài toán
∫ b
a
f (x) dx = 0, ta có:

F (a) = F (b) = 0

Lấy x bất kỳ thuộc đoạn [a, b], ta chỉ cần chứng minh:

|F (x)| 6 (b− a)2

8
max
x∈[a,b]

|f ′ (x)|

Bất đẳng thức hiển nhiên đúng với x = a hoặc x = b. Xét trường hợp x ∈
(a, b), áp dụng khai triển Taylor tại x, ta có, ∀y ∈ [a, b]

F (y) = F (x) + F ′(x) (y − x) +
1

2
F ′′(θ) (y − x)2
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trong đó, θ là số thực nằm giữa x và y.
Sử dụng khai triển trên lần lượt với y = a và y = b, ta có:

0 = F (a) = F (x) + F ′(x) (a− x) +
1

2
F ′′(θ1) (a− x)2 (4)

0 = F (b) = F (x) + F ′(x) (b− x) +
1

2
F ′′(θ2) (b− x)2 (5)

Nhân hai vế của (4) với b − x, hai vế của (5) với a − x, sau đó, trừ theo vế
các kết quả thu được rồi rút gọn, ta có:

(b− a)F (x) = (b− x) (a− x)
(b− x)F”(θ2) + (a− x)F”(θ1)

2
(6)

Lấy giá trị tuyệt đối hai vế của (6) với chú ý

∣∣∣∣(b− x)F”(θ2) + (a− x)F”(θ1)

2

∣∣∣∣
6

(b− x) |F”(θ2)|+ (x− a) |F”(θ1)|
2

6
(b− x) maxx∈[a,b] |F”(x)|+ (x− a) maxx∈[a,b] |F”(x)|

2

=
b− a

2
max
x∈[a,b]

|F”(x)|

và

|(b− x) (a− x)| 6 (b− a)2

4

Ta có

(b− a) |F (x)| 6 (b− a)3

8
max
x∈[a,b]

|f ′ (x)|

Rút gọn cả 2 vế cho b− a, ta có đpcm.

Cách 3 (SV. Phạm Thành Nam - ĐH Kinh tế Quốc dân):
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Lấy c ∈ [a, b], đặt t =
c− a
b− a

x+
ab− ac
b− a

. Ta có dt =
c− a
b− a

dx và

I =

∫ c

a

f(t)dt =
c− a
b− a

∫ b

a

f(
c− a
b− a

x+
ab− ac
b− a

)dx

=
c− a
b− a

∫ a

b

[f(
c− a
b− a

x+
ab− ac
b− a

)− f(x)]dx

=
c− a
b− a

∫ a

b

[
c− a
b− a

x+
ab− ac
b− a

− x]f ′(cx)dx

(cx nằm giữa x và
c− a
b− a

x+
ab− ac
b− a

)

=
c− a
b− a

∫ a

b

[
c− b
b− a

x+
ab− ac
b− a

]f ′(cx)dx.

Do đó

|I| ≤ c− a
b− a

∫ a

b

|[ c− b
b− a

x+
ab− ac
b− a

]f ′(cx)|dx

≤ c− a
b− a

.M

∫ a

b

| c− b
b− a

x+
ab− ac
b− a

|dx với M = max
x∈[a,b]

|f ′(x)|

= −c− a
b− a

.M

∫ a

b

[
c− b
b− a

x+
ab− ac
b− a

]dx do
c− b
b− a

x+
ab− ac
b− a

≤ 0

= −[
c− b
b− a

.
b2 − a2

2
+
ab− ac
b− a

.(b− a)].
c− a
b− a

.M

=
(b− c)(b− a)

2
.
c− a
b− a

.M

=
(c− a)(b− c)

2
.M

≤ (b− a)2

8
.M

Do đó

|
∫ c

a

f(t)dt| ≤ (b− a)2

8
max
x∈[a,b]

|f ′(x)| ∀c ∈ [a, b].

Vậy

max
x∈[a,b]

|
∫ x

a

f(t)dt| ≤ (b− a)2

8
max
x∈[a,b]

|f ′(x)|.

Bài 4. Theo giả thiết, OA = x (≥ 0), OB = 4x. Ta có

4x =
OB

OC
= tan( ˆOCA+ θ) =

tan ˆOCA+ tan θ

1− tan ˆOCA · tan θ
=

x+ tan θ

1− x tan θ
.
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Vậy, tan θ =
3x

1 + 4x2
.

Góc θ lớn nhất khi tan θ lớn nhất. Và ta cần tìm x sao cho tan θ đạt giá trị lớn
nhất.

Đặt f(x) =
3x

1 + 4x2
. Ta có f ′(x) =

3(1− 4x2)

(1 + 4x2)2
. Do đó f ′(x) = 0 khi và chỉ khi

x =
1

2
. Ta dễ thấy f ′(x) > 0 khi 0 ≤ x <

1

2
và f ′(x) < 0 khi x >

1

2
.

Vậy, hàm số f đạt giá trị lớn nhất tại x =
1

2
. Vị trí của hai vận động viên trên

đường đua để góc nhìn θ lớn nhất được cho bởi OA =
1

2
(km) và OB = 2

(km).

Bài 5. Từ giả thiết, f tăng trên [0,+∞); do đó, f(x) ≥ f(0) = 0 với mọi
x ≥ 0.
Vì

lim
x→+∞

1

f ′(x)(1 + x2 + f(x))
= +∞,

nên tồn tại x0 > 0 sao cho
1

f ′(x)(1 + x2 + f(x))
≥ 1 với mọi x ≥ x0.

Suy ra f ′(x) ≤ 1

1 + x2 + f(x)
≤ 1

1 + x2
với mọi x ≥ x0.

Có f(x) − f(x0) =
∫ x
x0
f ′(t)dt ≤

∫ x
x0

dt

1 + t2
= arctanx − arctanx0 ∀x ≥ x0.

Do đó f(x) ≤ π

2
− arctanx0 + f(x0) ∀x ≥ x0.

Xét hàm số f(x) = arctan x (bị chặn trên!). Ta có f(0) = 0 và f ′(x) =
1

1 + x2
> 0 trên [0,+∞). Ngoài ra,

lim
x→+∞

1

f ′(x)(1 + x2 + f(x))
= lim

x→+∞

1 + x2

1 + x2 + arctanx
= 1.

Cách 1: Xét hàm số g(x) = arctan(x2 + x). Ta có g(0) = 0 và g′(x) =
2x+ 1

1 + (x2 + x)2
> 0 trên [0,+∞). Ngoài ra,

lim
x→+∞

1

g′(x)(1 + x2 + g(x))
= lim

x→+∞

1 + (x2 + x)2

(2x+ 1) (1 + x2 + arctan(x2 + x))
= +∞.

Cách 2: Xét hàm số g(x) = 1 − e−x. Ta có g(0) = 0 và g′(x) = e−x > 0 trên
[0,+∞). Ngoài ra,

lim
x→+∞

1

g′(x)(1 + x2 + g(x))
= lim

x→+∞

ex

2 + x2 − 1

ex

= +∞.
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2.2 BẢNG B

Bài 1. Dễ thấy xn > 1 với mọi n > 1. Hơn nữa, 2018(xn+1−xn) = x2
n−xn > 0

(vì xn > 1) với mọi n > 1. Từ đây suy ra (xn)∞n=1 là một dãy tăng ngặt.
Giả sử dãy (xn)∞n=1 bị chặn trên; tức là (do tính tăng của dãy), tồn tại giới
hạn hữu hạn limn→∞ xn = a > 1.
Chuyển 2018xn+1 = x2

n + 2017xn qua giới hạn ta được 2018a = a2 + 2017a;
suy ra a = 0 hoặc a = 1, mâu thuẫn! Vậy, dãy (xn)∞n=1 không bị chặn trên.
Với mọi n > 1, ta có:

2018(xn+1 − 1) = x2
n + 2017xn − 2018 = (xn + 2018)(xn − 1)

⇒ 1

xn − 1
=

xn + 2018

2018(xn+1 − 1)
=

xn
2018(xn+1 − 1)

+
1

xn+1 − 1

⇒ xn
xn+1 − 1

= 2018

(
1

xn − 1
− 1

xn+1 − 1

)
.

Suy ra:
∑n

i=1

xi
xi+1 − 1

= 2018

(
1

x1 − 1
− 1

xn+1 − 1

)
.

Vì dãy {xn} tăng và không bị chặn trên nên limn→∞ xn = +∞.
Vậy, limn→∞

∑n
i=1

xi
xi+1 − 1

=
2018

x1 − 1
= 1.

Bài 2. Khi x 6= 0, ta có f(x) = x2 sin
1

x
và f ′(x) = 2x sin

1

x
− cos

1

x
. Xét giới

hạn limx→0
f(x)− f(0)

x− 0
= limx→0 x sin

1

x
. Vì x → 0 và sin

1

x
bị chặn (bởi 1)

nên limx→0 x sin
1

x
= 0. Vậy, f ′(0) = 0.

Xét giới hạn limx→0
f ′(x)− f ′(0)

x− 0
= limx→0 g(x) với g(x) = 2 sin

1

x
− 1

x
cos

1

x
.

Chọn dãy xn =
1

2nπ
→ 0 khi n→∞. Ta có limn→∞ g(xn) = limn→∞(2 sin(2nπ)−

2nπ cos(2nπ)) = limn→∞(−2nπ) = −∞.
(Cũng có thể chọn dãy yn =

1

(2n+ 1)π
→ 0 khi n→∞. Ta có limn→∞ g(yn) =

limn→∞(2n+ 1)π = +∞.)
Từ đó, g(x) không có giới hạn (hữu hạn) khi x → 0; vì thế, hàm f không có
đạo hàm cấp hai tại x = 0.

Bài 3. Cách 1:
— Đặt F (x) = x

∫ x
0
f(t)dt −

∫ x
0
tf(t)dt, ta có hàm F khả vi trên [0, 1]

với F (0) = F (1) = 0. Theo định lý Rolle, tồn tại x0 ∈ (0, 1) sao cho
F ′(x0) = 0, tức là

∫ x0
0
f(t)dt = 0.
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— Đặt G(x) = e−2018x
∫ x

0
f(t)dt, ta có hàm G khả vi trên [0, 1] với G(0) =

G(x0) = 0. Cũng theo định lý Rolle, tồn tại c ∈ (0, x0) sao cho G′(c) =
0. Từ đây ta được f(c) = 2018

∫ c
0
f(t)dt.

Cách 2:
— Đặt F (x) =

∫ x
0
f(t)dt, ta có F ′(x) = f(x) và

∫ x
0
F (t)dt = xF (x) −∫ x

0
tf(t)dt = x

∫ x
0
f(t)dt −

∫ x
0
tf(t)dt. Do đó

∫ 1

0
F (t)dt = 0. Theo định

lý giá trị trung bình cho tích phân, tồn tại x0 ∈ (0, 1) sao cho F (x0) = 0
hay

∫ x0
0
f(t)dt = 0.

— Đặt G(x) = e−2018x
∫ x

0
f(t)dt, ta có hàm G khả vi trên [0, 1] với G(0) =

G(x0) = 0. Theo định lý Rolle, tồn tại c ∈ (0, x0) sao cho G′(c) = 0. Từ
đó f(c) = 2018

∫ c
0
f(t)dt.

Bài 4. Theo giả thiết, OA = x (≥ 0), OB = 4x. Ta có

4x =
OB

OC
= tan( ˆOCA+ θ) =

tan ˆOCA+ tan θ

1− tan ˆOCA · tan θ
=

x+ tan θ

1− x tan θ
.

Vậy, tan θ =
3x

1 + 4x2
.

Góc θ lớn nhất khi tan θ lớn nhất. Và ta cần tìm x sao cho tan θ đạt giá trị lớn
nhất.

Đặt f(x) =
3x

1 + 4x2
. Ta có f ′(x) =

3(1− 4x2)

(1 + 4x2)2
. Do đó f ′(x) = 0 khi và chỉ khi

x =
1

2
. Ta dễ thấy f ′(x) > 0 khi 0 ≤ x <

1

2
và f ′(x) < 0 khi x >

1

2
.

Vậy, hàm số f đạt giá trị lớn nhất tại x =
1

2
. Vị trí của hai vận động viên trên

đường đua để góc nhìn θ lớn nhất được cho bởi OA =
1

2
(km) và OB = 2

(km).

Bài 5. Từ giả thiết, f tăng trên [0,+∞); do đó, f(x) ≥ f(0) = 0 với mọi
x ≥ 0.
Vì

lim
x→+∞

1

f ′(x)(1 + x2 + f(x))
= +∞,

nên tồn tại x0 > 0 sao cho

1

f ′(x)(1 + x2 + f(x))
≥ 1 với mọi x ≥ x0.

Suy ra f ′(x) ≤ 1

1 + x2 + f(x)
≤ 1

1 + x2
với mọi x ≥ x0.
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Có f(x) − f(x0) =
∫ x
x0
f ′(t)dt ≤

∫ x
x0

dt

1 + t2
= arctanx − arctanx0 ∀x ≥ x0.

Do đó f(x) ≤ π

2
− arctanx0 + f(x0) ∀x ≥ x0.

Xét hàm số f(x) = arctan x (bị chặn trên!). Ta có f(0) = 0 và f ′(x) =
1

1 + x2
> 0 trên [0,+∞). Ngoài ra,

lim
x→+∞

1

f ′(x)(1 + x2 + f(x))
= lim

x→+∞

1 + x2

1 + x2 + arctanx
= 1.

Cách 1: Xét hàm số g(x) = arctan(x2 + x). Ta có g(0) = 0 và g′(x) =
2x+ 1

1 + (x2 + x)2
> 0 trên [0,+∞). Ngoài ra,

lim
x→+∞

1

g′(x)(1 + x2 + g(x))
= lim

x→+∞

1 + (x2 + x)2

(2x+ 1) (1 + x2 + arctan(x2 + x))
= +∞.

Cách 2: Xét hàm số g(x) = 1 − e−x. Ta có g(0) = 0 và g′(x) = e−x > 0 trên
[0,+∞). Ngoài ra,

lim
x→+∞

1

g′(x)(1 + x2 + g(x))
= lim

x→+∞

ex

2 + x2 − 1

ex

= +∞.
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3 PHỔ THÔNG

Thời gian làm bài: 180 phút.

3.1 NGÀY 1 - Biến đổi Abel và một số ứng dụng

A. Biến đổi Abel và bất đẳng thức Abel

Bài 1. Ta sẽ chỉ chứng minh đẳng thức đầu tiên, đẳng thức thứ hai nhận
được bằng cách hoán đổi vai trò của hai dãy. Do y1 = Y1 và yk = Yk − Yk−1

với mọi k = 2, . . . , n nên

n∑
k=1

xkyk = x1y1 +
n∑
k=2

xk(Yk − Yk−1) = x1Y1 +
n∑
k=2

xkYk −
n−1∑
k=1

xk+1Yk

= xnYn +
n−1∑
k=1

xkYk −
n−1∑
k=1

xk+1Yk = xnYn −
n−1∑
k=1

(xk+1 − xk)Yk.

Bài 2. Theo Bài 1 ta có

n∑
k=1

xkyk = xnYn+

n−1∑
k=1

(xk − xk+1)︸ ︷︷ ︸
≥0

Yk︸︷︷︸
≥m

 ≥ xnm+

(
n−1∑
k=1

(xk − xk+1)m

)
= x1m.

Bất đẳng thức còn lại là hoàn toàn tương tự.

Bài 3. Ta chỉ cần áp dụng Bài 2 cho x1 = 1, x2 = 1
2
, . . . , xn = 1

n
.

B. Ứng dụng vào việc tính một số tổng và thiết lập một số đẳng thức

Bài 4. a) Áp dụng Bài 1, ta có

n∑
k=0

Hk =
n∑
k=0

1 ·Hk =

(
n∑
k=0

1

)
Hn −

n−1∑
k=0

(
k∑
i=0

1

)
(Hk+1 −Hk)

= (n+ 1)Hn −
n−1∑
k=0

(k + 1)
1

k + 1
= (n+ 1)Hn −

n−1∑
k=0

1 = (n+ 1)Hn − n.
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b) Theo Bài 1, ta có

n∑
k=0

kHk =

(
n∑
k=0

k

)
Hn −

n−1∑
k=0

(
k∑
i=0

i

)
(Hk+1 −Hk)

=
n(n+ 1)

2
Hn −

n−1∑
k=0

k(k + 1)

2

1

k + 1

=
n(n+ 1)

2
Hn −

1

2

n−1∑
k=0

k

=
n(n+ 1)

2
Hn −

(n− 1)n

4
.

Bài 5. Nhận xét rằng, với mọi k ≥ m, ta có đẳng thức

k∑
i=m

(
i

m

)
=

(
k + 1

m+ 1

)
. (7)

Thật vậy, (7) được suy ra từ việc cộng, vế theo vế, các đồng nhất thức
(
i
m

)
=(

i+1
m+1

)
−
(

i
m+1

)
, với i = m,m + 1, . . . , k (chú ý quy ước

(
i
j

)
= 0 khi i < j). Từ

đó, theo PT.1 thì

n∑
k=m

(
k

m

)
Hk =

(
n∑

k=m

(
k

m

))
Hn −

n−1∑
k=m

(
k∑

i=m

(
i

m

))
(Hk+1 −Hk)

=

(
n+ 1

m+ 1

)
Hn −

n−1∑
k=m

(
k + 1

m+ 1

)
1

k + 1
.

Bây giờ, để ý rằng 1
k+1

(
k+1
m+1

)
= 1

m+1

(
k
m

)
. Suy ra

n−1∑
k=m

(
k + 1

m+ 1

)
1

k + 1
=

1

m+ 1

n−1∑
k=m

(
k

m

)
=︸︷︷︸

do (7)

1

m+ 1

(
n

m+ 1

)
.

Từ đó,

Tm,n =
n∑

k=m

(
k

m

)
Hk =

(
n+ 1

m+ 1

)(
Hn −

n−m
(n+ 1)(m+ 1)

)
.
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C. Một số ứng dụng khác

Bài 6. Ta có, theo Bài 1,

n∑
k=1

akbk = (a1 + · · ·+ an)bn +
n−1∑
k=1

(a1 + · · ·+ ak)(bk − bk+1).

Do a1 + · · ·+ ak ≥ k
n
(a1 + · · ·+ an) và bk − bk+1 ≥ 0 nên

n∑
k=1

akbk ≥ (a1 + · · ·+ an)bn +
n−1∑
k=1

k

n
(a1 + · · ·+ an)(bk − bk+1)

=
1

n
(a1 + · · ·+ an)(nbn +

n−1∑
k=1

k(bk − bk+1))

=
1

n
(a1 + · · ·+ an)(b1 + b2 + · · ·+ bn).

(Đẳng thức cuối cùng đến từ Bài 1, áp dụng cho hai dãy x1 = . . . = xn = 1
và y1 = b1, y2 = b2, . . . , yn = bn.)

Bài 7. a) Không giảm tổng quát, ta có thể giả sử a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an. Thế thì
ta có

a1 ≥
a1 + a2

2
≥ · · · ≥ a1 + · · ·+ an

n
.

Mặt khác, a1+a2+···+an
n

≥ n
√
a1a2 . . . an ≥ 1. Từ đó suy ra a1 + · · · + ak ≥ k với

mọi k = 1, 2, . . . , n.
Cuối cùng, từ Bài 2 ta có: nếu x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn ≥ 0 và y1 ≥ 0, y1 + y2 ≥
0, . . . , y1 + · · · + yn ≥ 0 thì

∑n
k=1 xkyk ≥ 0. Áp dụng cho xk = apk, yk = ak − 1

ta nhận được

n∑
k=1

apk(ak − 1) ≥ 0.

Từ đó ta có bất đẳng thức cần chứng minh.
b) Áp dụng câu a) cho ak =

√
xk+1

xk
(với quy ước xn+1 = x1) và p = 2.

Bài 8. Đặt bk = k3. Thế thì 0 < b1 < b2 < · · · < bn và a1 + a2 + · · · + ak ≤
b1 + b2 + · · ·+ bk với mọi 1 ≤ k ≤ n. Ta sẽ chỉ ra

3
√
a1 + · · ·+ 3

√
an ≤ 3

√
b1 + · · ·+ 3

√
bn (8)



3. PHỔ THÔNG 75

Nhắc lại rằng, từ Bài 2 ta có: nếu x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn ≥ 0 và y1 ≥ 0, y1 + y2 ≥
0, . . . , y1 + · · ·+yn ≥ 0 thì

∑n
k=1 xkyk ≥ 0. Áp dụng cho xk = 1

3
√
b2k
, yk = bk−ak

(1 ≤ k ≤ n), ta thu được
b1 − a1

3
√
b2

1

+ · · ·+ bn − an
3
√
b2
n

≥ 0,

hay
a1

3
√
b2

1

+ · · ·+ an
3
√
b2
n

≤ 3
√
b1 + · · ·+ 3

√
bn. (9)

Bây giờ, ta nhắc lại bất đẳng thức Hölder: Cho 2n số thực dương x1, . . . , xn;
y1, . . . , yn và hai số thực dương p, q thoả mãn 1

p
+ 1

q
= 1. Thế thì, x1y1 + · · ·+

xnyn ≤ (xp1 + · · ·+ xpn)
1
p · (yq1 + · · ·+ yqn)

1
q . Áp dụng bất đẳng thức này cho

xk =
3
√
ak

9
√
b2k
, yk = 9

√
b2
k (1 ≤ k ≤ n), p = 3, q = 3

2
ta suy ra

n∑
k=1

3
√
ak ≤

(
n∑
k=1

ak
3
√
b2
k

) 1
3
(

n∑
k=1

3
√
bk

) 2
3

.

Kết hợp bất đẳng thức này với (9) ta thu được (8).
Như vậy, ta có 3

√
a1 + · · ·+ 3

√
an ≤ 1 + 2 + · · ·+ n = n(n+1)

2
. Đẳng thức xảy ra

khi ak = k3 (1 ≤ k ≤ n) nên n(n+1)
2

chính là giá trị lớn nhất cần tìm.

3.2 NGÀY 2 - Bài toán về đàn gà

A. Sự tồn tại của gà vua

Bài 1. a) Hiển nhiên, vì nếu K1, K2 là 2 hoàng đế thì K1 thắng K2 (do K1 là
hoàng đế) và K2 thắng K1 (do K2 là hoàng đế), mâu thuẫn.
b) Một đàn gà có 2 con là một ví dụ về đàn gà có 1 hoàng đế.
c) Một đàn gà 3 con thắng vòng tròn lẫn nhau là một ví dụ về đàn gà không
có hoàng đế.
Trong sơ đồ sau và các sơ đồ khác trong đáp án, mũi tên từ A hướng đến B nói
rằng A thắng B.

G1 G2

G3
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Bài 2. a) Nếu G thắng G′ và G′ thắng G′′ thì ta nói G thắng gián tiếp G′′.
Xét các tập W (G), L(G) tương ứng là tập các con gà thắng, thua G.

L(G) W(G)

G

Giả sử G không phải là vua. Khi đó, W (G) 6= ∅ và hơn nữa, phải tồn tại một
con gà G′ ∈ W (G) sao cho G không thắng gián tiếp G′. Ta suy ra không có
con gà nào trong L(G) thắng G′. Như vậy, G′ thắng mọi con gà trong L(G)
nên G′ thắng nhiều con gà hơn G (do ngoài L(G) ra, G′ còn thắng G), mâu
thuẫn.
b) Theo giả thiết, W (G) 6= ∅. Xét đàn gà W (G) (loại tạm thời các con gà khác
khỏi đàn). Theo a), có một con gà K là vua trong W (G): với mọi G′ ∈ W (G),
hoặc là K thắng G′, hoặc là K thắng gián tiếp G′. Thế nhưng, K thắng G, và
rõ ràng, với mọi G′′ ∈ L(G) thì K cũng thắng gián tiếp G′′ (qua G). Điều này
chứng tỏ K là một vua trong đàn gà ban đầu (và G thua K).

Bài 3. Theo Bài 2(a), đàn gà phải có ít nhất một vua K1 nào đó. Vẫn theo
Bài 2, do K1 không phải là hoàng đế, K1 thua ít nhất môt con gà nào đó và
vì thế thua một vua K2 nào đó. Lại tiếp tục lập luận tương tự với K2, ta suy
ra K2 thua một vua K3 nào đó. Chú ý rằng K3 6= K1 vì K1 thua K2 còn K3

thắng K2. Vậy đàn gà có ít nhất ba vua là K1, K2, K3.
Cách lập luận trực tiếp. Theo Bài 2(a), đàn gà phải có ít nhất một vua K1 nào
đó. Do K1 không phải là hoàng đế, W (K1) 6= ∅.
Xét đàn gà W (K1). Theo Bài 2(a), có một con gà K2 là vua trong W (K1):
với mọi G′ ∈ W (K1), hoặc là K2 thắng G′, hoặc là K2 thắng gián tiếp G′.
Thế nhưng, K2 thắng K1, và rõ ràng, với mọi G′′ ∈ L(K1) thì K2 cũng thắng
gián tiếp G′′ (qua K1). Điều này chứng tỏ K2 cũng là một vua trong đàn gà
ban đầu. (Lập luận này hoàn toàn giống lập luận đã được dùng khi giải Bài
2(b).)
Ta vẫn lập luận tương tự như trên, do K2 không phải là hoàng đế, K2 phải
thua ít nhất một con gà nào đó, nghĩa là W (K2) 6= ∅. Theo Bài 2(a), có một
con gà K3 là vua trong W (K2): với mọi G′ ∈ W (K2), hoặc là K3 thắng G′,
hoặc là K3 thắng gián tiếp G′. Thế nhưng, K3 thắng K2, và rõ ràng, với mọi
G′′ ∈ L(K2) thì K3 cũng thắng gián tiếp G′′ (qua K2). Điều này chứng tỏ K3

cũng là một vua trong đàn gà ban đầu. Lưu ý rằng K1 /∈ W (K2), K3 ∈ W (K2)
nên K1, K2, K3 là đôi một phân biệt.
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B. Một đàn gà có thể có bao nhiêu vua?

Bài 4. Thật vậy, giả sử một đàn gà có đúng 2 con vua là K1, K2. Để ý rằng
mọi hoàng đế là vua. Do K1 là vua, hoặc là K1 thắng K2, hoặc là K1 thắng
gián tiếp K2. Nói riêng, K2 phải thua ít nhất một con gà nào đó. Nhưng theo
Bài 2(b) thì K2 phải thua một vua nào đó. Do chỉ có 2 vua, ta suy ra K2 thua
K1. Lập luận tương tự ta cũng có K1 thua K2. Như vậy, K1, K2 thắng lẫn
nhau, mâu thuẫn.

G1 G2

S

Bài 5. Giả sử S là một đàn gà n con mà mỗi con đều là vua. Thêm vào S hai
con gà G1, G2 sao cho G1 thắng mọi con gà của S nhưng thua G2 và G2 thua
mọi con gà của S. Ta sẽ chỉ ra rằng đàn gà T mới cũng có tất cả các con gà
là vua.

— Theo xây dựng thì G1 thắng mọi con gà trong S. Hơn nữa, G1 thắng
gián tiếp G2 qua một con gà bất kì của S. Do đó G1 là một vua trong
đàn gà T .

— Cũng theo xây dựng thì G2 thắng G1. Ngoài ra, G2 thắng gián tiếp mọi
con gà trong S thông qua G1. Do đó G2 là một vua trong đàn gà T .

— Theo giả thiết, mọi con gà G trong S thắng hoặc thắng gián tiếp mọi
con gà khác trong S. Hơn nữa, theo xây dựng, G thắng G2 và do đó
thắng gián tiếp G1 thông qua G2. Chính vì vậy, G vẫn còn là vua trong
T .

Như vậy, T là một đàn gà gồm n+ 2 con mà mỗi một con trong đàn là vua.

Bài 6. Giả sử một đàn gà như vậy tồn tại. Rõ ràng không có con nào thắng
mọi con khác: nếu có một con (hoàng đế) như vậy, không con nào trong số
các con còn lại có thể thắng hoặc thắng gián tiếp con này, do đó 3 con còn
lại không thể là vua. Ta cũng nhận xét rằng không có con nào thua mọi con
khác vì một con như vậy không thể là vua được. Từ đó, mỗi con gà trong đàn
thắng 1 hoặc 2 con gà khác. Chính vì thế, nếu ta gọi a (tương ứng, b) là số
con gà trong đàn thắng đúng 1 (tương ứng, 2) con gà khác thì a+ b = 4. Hơn
nữa, giữa 2 con gà khác nhau bất kì phải có đúng 1 con thắng con còn lại
(nói cách khác, số cặp (G,G′) mà G thắng G′ bằng

(
4
2

)
= 6) nên a + 2b = 6.
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Suy ra a = b = 2. Vậy, có đúng 2 con thắng đúng 2 con gà và có đúng 2 con
thắng đúng 1 con gà. Giả sử G1, G2 thắng đúng 2 con gà và G3, G4 thắng
đúng 1 con gà. Không mất tổng quát, ta có thể giả sử G1 thắng G2 và G3

thắng G4. Do G3 chỉ thắng đúng 1 con gà, ta suy ra G3 thua G1, G2. Lại do
G1 thắng đúng 2 con gà, ta suy ra G1 thua G4. Bây giờ, vì G4 thắng đúng 1
con gà nên G4 thua G2 (và G3).
Thế nhưng,G3 không phải là vua, vìG3 không thắngG2 và cũng không thắng
gián tiếp G2 qua bất kì con gà nào. Như vậy, ta có điều mâu thuẫn và do đó
không tồn tại đàn gà 4 con nào mà tất cả đều là vua.

G3

G1

G4

G2

Bài 7. Đàn gà sau đây thoả mãn. Việc kiểm tra là dễ dàng dựa vào các mũi
tên. Chẳng hạnG1 là vua vì thắngG4, G5, G6 và thắng gián tiếpG2, G3 (thông
qua G5).

G4

G5G6

G1

G2 G3

Bài 8. Trước hết, xét trường hợp k 6= 2, k 6= 4 (n ≥ k bất kì). Trước hết, dễ
thấy đàn gà 3 con thắng vòng tròn lẫn nhau có cả 3 con là vua. Từ đó, theo
Bài 5 thì tồn tại đàn gà 5 con mà tất cả các con là vua. Bằng quy nạp, ta suy
ra với mọi k lẻ tồn tại đàn gà k con mà tất cả đều là vua (trường hợp k = 1
có thể được xem là quy ước). Cũng lập luận bằng quy nạp, dựa vào Bài 7 và
Bài 5, ta suy ra với mọi số nguyên dương chẵn k, tồn tại đàn gà k con mà tất
cả đều là vua. Từ đó suy ra với mọi số nguyên dương k mà k 6= 2, k 6= 4, tồn
tại đàn gà k con mà tất cả đều là vua.
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Bây giờ, để xây dựng một đàn gà n con với đúng k vua, ta bắt đầu với một
đàn gà S gồm k con mà tất cả đều là vua. Ta sẽ thêm n− k con gà bất kì vào
S sao cho chúng thua mọi con gà của S (thứ tự thắng thua giữa n− k con gà
mới là bất kì) để có một đàn gà T gồm n con. Khi đó rõ ràng k con gà của S
vẫn còn là vua trong T , trong khi đó mọi con gà mới không thể là vua trong
T vì chúng thua mọi con gà trong S và cũng không thể thắng gián tiếp bất kì
con nào trong S. Do đó T là một đàn gà gồm n con, trong đó có đúng k vua.
Để kết thúc, ta còn phải xét trường hợp k = 4, n ≥ 5. Tương tự như trên, ta
chỉ cần xây dựng một đàn gà gồm 5 con, trong đó có đúng 4 con vua. Sau
đó, tương tự như trên, để xây dựng một đàn gà gồm n ≥ 5 con, trong đó có
đúng 4 vua, ta chỉ cần thêm vào n − 5 con gà mới mà mỗi con gà mới thua
cả 5 con trong đàn gà ban đầu.
Một ví dụ về đàn gà 5 con với đúng 4 vua được mô tả qua hình vẽ sau.

G5

G4G3

G2

G1

Ta kiểm tra được rằng G2, G3, G4, G5 là vua còn G1 thì không. Với G1: G1

không thắng G3 cũng như không thắng gián tiếp G3. Chẳng hạn, với G2: G2

thắng G4, G5 và thắng gián tiếp G1, G3 (thông qua G4).

C. Sắp thứ tự đàn gà

Bài 9. Ta lập luận bằng qui nạp theo n khẳng định mạnh hơn: với mọi đàn
gà n con, tồn tại một cách đánh số các con gà G1, . . . , Gn thoả mãn điều kiện
của bài toán, và hơn thế nữa G1 là vua của đàn gà. Trường hợp n = 2 là khá
hiển nhiên. Giả sử n ≥ 3 và khẳng định của bài toán đã được chứng minh
là đúng với n − 1, ta sẽ chỉ ra khẳng định là đúng với n. Xét một đàn gà
S gồm n con gà. Gọi G là một vua của S (tồn tại theo Bài 2(a)). Tạm loại
bỏ G ra khỏi S và gọi đàn gà còn lại là T . Theo giả thiết, ta có thể đánh số
các con gà của T là G1, G2, . . . , Gn−1 sao cho, với mọi i ≥ 2, Gi−1 thắng Gi

và Gi là vua của đàn gà chỉ gồm Gi, Gi+1, . . . , Gn−1. Ta bỏ lại G vào đàn gà.
Gọi 1 ≤ j ≤ n − 1 là chỉ số nhỏ nhất sao cho G thắng Gj (một chỉ số như
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vậy tồn tại do G là vua của S) và đánh số lại các con gà dựa vào thứ tự:
G1, G2, . . . , Gj−1, G,Gj, Gj+1, . . . , Gn−1. Ta sẽ chỉ ra rằng cách đánh số, hay
sắp thứ tự này, thoả mãn yêu cầu của bài toán. Muốn vậy, ta chỉ cần chỉ ra
rằng:
(1) Với mọi 1 ≤ i ≤ j − 1, Gi là vua trong đàn gà gồm Gi, . . . , Gj−1, G, Gj,
. . ., Gn−1;
(2) G là vua trong đàn gà gồm G,Gj, Gj+1, . . . , Gn−1;
(3) Với mọi i ≥ j, Gi là vua trong đàn gồm Gi, Gi+1, . . . , Gn−1.
(3) là hiển nhiên theo cách xây dựng. Ta hãy chứng minh (1). Do Gi là vua
trong đàn gồm Gi, Gi+1, . . . , Gn−1 và do i ≤ j−1, nên Gi thắng G và do đó Gi

thắng hoặc thắng gián tiếp mọi con gà còn lại trong đàn {Gi, . . . , Gj−1, G,Gj,
. . ., Gn−1}. Vậy (1) được chứng minh.
Cuối cùng ta chứng minh (2). Theo cách chọn G là vua của S nên với mọi
j ≤ k ≤ n − 1, G thắng Gk hoặc thắng gián tiếp Gk thông qua một con gà
khác trong S. Tuy nhiên, cũng theo cách chọn, G thua toàn bộ G1, . . . , Gj−1

nên nếu G thắng gián tiếp Gk thì nó phải thắng gián tiếp Gk thông qua một
con gà nào đó trong {Gj, Gj+1, . . . , Gn−1} \ {Gk}. Từ đó ta có (2).



CÁC BÀI ĐỀ XUẤT: ĐẠI SỐ

1 MA TRẬN

Bài 1.1 (HV An ninh Nhân dân). 1) Từ giả thiết A2 +B2 = 2AB ta có

(A−B)2 = (A−B)(A−B) = A2 +B2 − AB −BA = AB −BA (1),

A2 − AB = AB −B2 hay A(A−B) = (A−B)B (2).

Giả sử AB−BA khả nghịch, khi đó det(AB−BA) 6= 0, từ (1) suy ra det(A−
B) 6= 0 nên A−B khả nghịch, tức là có (A−B)−1.

Lúc đó từ (2) ta có B = (A−B)−1(A−B)B = (A−B)−1A(A−B), do đó

A−B = A− (A−B)−1A(A−B),

In = (A−B)(A−B)−1 = [A− (A−B)−1A(A−B)](A−B)−1

= A(A−B)−1 − (A−B)−1A.

Chú ý rằng trace(MN) = trace(NM), nên áp dụng vào hệ thức trên ta được

n = trace(In) = trace[A(A−B)−1 − (A−B)−1A]

= trace[A(A−B)−1]− trace[(A−B)−1A] = 0.

Điều này vô lý, nên AB −BA không khả nghịch.

2) Dễ dàng chứng tỏ rằng nếu ma trận M có rank(M) = 1, thì M2 =
trace(M).M .

Đến đây sử dụng hệ thức (1) ta được

AB −BA = (A−B)2 = trace(A−B).(A−B),

0 = trace(AB −BA) = trace[trace(A−B).(A−B)] = [trace(A−B)]2.

Suy ra trace(A − B) = 0, dẫn tới AB − BA = trace(A − B).(A − B) = On,
hay là AB = BA.

Bài 1.2 (HV An ninh Nhân dân). Từ điều kiện đề bài ta suy ra

(A− βIn)(B − αIn) = αβIn ⇔ (
1

β
A− In)(

1

α
B − In) = In.
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Như thế ( 1
β
A− In) và ( 1

α
B − In) là nghịch đảo của nhau.

Xét hệ phương trình thuần nhất Ax = θ, giả sử u là nghiệm của hệ này thì
Au = θ, nên ( 1

β
A− In)u = −u, dẫn tới

(
1

α
B − In)(

1

β
A− In)u = −(

1

α
B − In)u hay u = − 1

α
Bu+ u.

Như vậy Bu = θ, hay u cũng là nghiệm của hệ phương trình thuần nhất
Bx = θ.
Tương tự giả sử v là nghiệm của hệ phương trình thuần nhất Bx = θ thì
ta cũng chứng tỏ được v cũng là nghiệm của hệ phương trình thuần nhất
Ax = θ.
Vậy phải có rank(A) = rank(B).

Bài 1.3 (ĐH Giao thông Vận tải). a) Ta có AU = (UV )U = U(V U) = UB và
BV = (V U)V = V (UV ) = V A. b) Đặt U = X + Y, V = X − Y ta có

UV = (X + Y )(X − Y ) = (X2 − Y 2)− (XY − Y X) =

(
7 −4
4 −1

)
−
(
−2 2
−2 2

)
=

(
9 −6
6 −3

)
,

UV = (X − Y )(X + Y ) = (X2 − Y 2) + (XY − Y X) =

(
7 −4
4 −1

)
+

(
−2 2
−2 2

)
=

(
5 −2
2 1

)
.

Đặt U =

(
a b
c d

)
, A =

(
9 −6
6 −3

)
, B =

(
5 −2
2 1

)
. Sử dụng câu (a) ta có

AU = UB hay là (
9 −6
6 −3

)(
a b
c d

)
=

(
a b
c d

)(
5 −2
2 1

)
⇔

(
9a− 6c 9b− 6d
6a− 3c 6b− 3d

)
=

(
5a+ 2b −2a+ b
5c+ 2d −2c+ d

)

⇔


4a− 2b− 6c = 0

2a+ 8b− 6d = 0

6a− 8c− 2d = 0

6b+ 2c− 4d = 0

⇔


a =

b+ 3c

2

d =
3b+ c

2
b, c tùy ý

Từ đó ta thu được

U =

(
b+3c

2
b

c 3b+c
2

)
và detU =

3

4
(b+ c)2.

Vì U có các phần tử nguyên nên
3b+ c

2
=
b+ c

2
+ b nguyên và ta suy ra b+ c

chẵn. Ta có detU detV = detA hay là

3

4
(b+ c)2 detV = 9 ⇔ (b+ c)2 detV = 12.
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Như vậy (b+c)2 là ước chẵn chính phương của 12 nên (b+c)2 = 4 ⇔ b+c =
±2.

TH1: b + c = 2, ta có U =

(
3− b b
2− b 1 + b

)
. Khi đó detU = 3, U−1 =

1

3

(
1 + b −b
−2 + b 3− b

)
và

V = U−1A =

(
1 + b −b
−2 + b 3− b

)(
3 −2
2 −1

)
=

(
3 + b −2− b
b 1− b

)
.

Như vậy ta thu được

X =
1

2
(U + V ) =

(
3 −1
1 1

)
, Y =

1

2
(U − V ) =

(
−b 1 + b

1− b b

)
với b ∈ Z tùy ý.
TH1: b+ c = −2. Tính toán tương tự ta nhận được

X = −
(

3 −1
1 1

)
, Y = −

(
−b 1 + b

1− b b

)
.

Bài 1.4 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). Từ điều kiện đề bài ta
suy ra

(P + αIn)2 = P + αIn, (Q+ βIn)2 = Q+ βIn

và ma trận (P + αIn) + (Q+ βIn)− In khả nghịch.
Khi đó

rank(P + αIn) = rank
(

(P + αIn)[(P + αIn) + (Q+ βIn)− In]
)

= rank[(P + αIn)(Q+ βIn)],

rank(Q+ βIn) = rank
(

[(P + αIn) + (Q+ βIn)− In](Q+ βIn)
]

= rank[(P + αIn)(Q+ βIn)].

Vậy rank(P + αIn) = rank(Q+ βIn).

Bài 1.5 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). Gọi X = (AB −BA), ta
thấy trace(X) = 0 và

AX −XA = A(AB −BA)− (AB −BA)A = A2B +BA2 − 2ABA = On,

tức là X giao hoán với A.

Từ đó với m ∈ N thì Xm+1 = Xm(AB −BA) = XmAB −XmBA = AXmB −
XmBA.
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Suy ra trace(Xm+1) = trace(A(XmB))− trace((XmB)A) = 0.

Vết của ma trận là tổng các giá trị riêng của nó.

Nếu giá trị riêng của ma trận M là λ thì giá trị riêng của ma trận Mk là λk.

Gọi các giá trị riêng của X là λ1, λ2, ..., λn (tính cả bội).

Ta có λm1 + λm2 + · · ·+ λmn = 0,∀m ∈ N. Suy ra λ1 = λ2 = ... = λn = 0.

Đa thức đặc trưng của X sẽ là (−1)nλn, do đó Xn = On theo định lý Cayley-
Hamilton.

Bài 1.6 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). 1) Do giải thiết AB2 =
A−B ta có

In = In + A−B − AB2 = In + A+ AB −B − AB − AB2 = (In + A+ AB)(In −B),

In = In − A+ AB2 +B = In − A+ AB +B − AB + AB2 = (In − A+ AB)(In +B).

Do đó In ± B khả nghịch và (In − B)−1 = In + A + AB và (In + B)−1 =
In − A+ AB.

2) Từ kết quả trên ta có

In = (In −B)(In + A+ AB) = In + A+ AB −B −BA−BAB,
hay BAB − AB +BA = A−B = AB2, nên (AB −BA)(B + In) = On (1),

In = (In +B)(In − A+ AB) = In − A+ AB +B −BA+BAB,

hay BAB + AB −BA = A−B = AB2, nên (AB −BA)(B − In) = On (2).

Lấy (1) trừ (2) ta được 2(AB − BA)In = On, suy ra AB − BA = On, hay
AB = BA.

Bài 1.7 (HV Kỹ thuật Quân sự). a) A ma trận phản đối xứng tức là At = −A
và AX = −X. Chuyển vị X tA = −X t do đó X t (AX) = −X tX, (X tA) X=XtX
. Tức là X = 0.
b) Gọi λ là trị riêng của A suy ra λk = λk−1, từ đó

Trace
(
Ak
)

=
n∑
k=1

λki =
n∑
k=1

λi = Trace (A) .

Bài 1.8 (ĐH Mỏ địa chất). Viết lại ma trận A dưới dạng sau:

A =

(
a+ b a− b
a− b a+ b

)
= a

(
1 1
1 1

)
+ b

(
1 −1
−1 1

)
.

Chúng ta sẽ tìm ma trận B dạng

B = x

(
1 1
1 1

)
+ y

(
1 −1
−1 1

)
. (∗)
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Khi đó

B2 = x2

(
2 2
2 2

)
+ y2

(
2 −2
−2 2

)
= 2x2

(
1 1
1 1

)
+ 2y2

(
1 −1
−1 1

)
,

B4 = 8x4

(
1 1
1 1

)
+ 8y4

(
1 −1
−1 1

)
vàB8 = 128x8

(
1 1
1 1

)
+ 128y8

(
1 −1
−1 1

)
.

Vì A = B8 nên a = 128x8 và b = 128y8. Từ đó ta có x = 8
√
a/128,

y = 8
√
b/128.

Bài 1.9 (ĐH Ngoại thương Hà Nội). a. Ta có
∣∣X −XT

∣∣ =
∣∣∣(X −XT

)T ∣∣∣ =∣∣XT −X
∣∣ = (−1)2017

∣∣X −XT
∣∣ = −

∣∣X −XT
∣∣ Suy ra:

∣∣X −XT
∣∣ = 0.

b) Chọn ma trận vuông cấp 2018

X =



0 1 1 1 · · · 1
0 0 1 1 · · · 1
0 0 0 1 · · · 1
0 0 0 0 · · · 1
...

...
...

... . . . ...
0 0 0 0 · · · 0


Khi đó:

X −XT =



0 1 1 1 · · · 1
−1 0 1 1 · · · 1
−1 −1 0 1 · · · 1
−1 −1 −1 0 · · · 1
...

...
...

... . . . ...
−1 −1 −1 −1 · · · 0


nên

∣∣X −XT
∣∣ ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 · · · 1
1 0 1 1 · · · 1
1 1 0 1 · · · 1
1 1 1 0 · · · 1
...

...
...

... . . . ...
1 1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(mod 2)
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Lại có:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 · · · 1
1 0 1 1 · · · 1
1 1 0 1 · · · 1
1 1 1 0 · · · 1
...

...
...

... . . . ...
1 1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2017 1 1 1 · · · 1
2017 0 1 1 · · · 1
2017 1 0 1 · · · 1
2017 1 1 0 · · · 1

...
...

...
... . . . ...

2017 1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2017

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 · · · 1
1 0 1 1 · · · 1
1 1 0 1 · · · 1
1 1 1 0 · · · 1
...

...
...

... . . . ...
1 1 1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2017

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 · · · 0
1 1 0 0 · · · 0
1 0 1 0 · · · 0
1 0 0 1 · · · 0
...

...
...

... . . . ...
1 0 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2017

Suy ra:
∣∣X −XT

∣∣ lẻ, hay
∣∣X −XT

∣∣ 6= 0. Vậy khẳng định trên không đúng với
X là ma trận vuông cấp 2018.

c. Ta có: ∣∣A2 −B2
∣∣ = |(A−B) (A+B)| = |A−B| · |A+B|

= |A−B| ·
∣∣∣(A+B)T

∣∣∣ =
∣∣(A−B)

(
AT +BT

)∣∣
=
∣∣A · AT + A ·BT −B · AT −B ·BT

∣∣
=
∣∣∣A ·BT −

(
A ·BT

)T ∣∣∣ = 0

Bài 1.10 (ĐH Quy Nhơn). Viết A = [AT1 AT2 ]T và B = [B1 B2]. Từ giả thiết
suy ra A1B1 = I2 = A2B2. Suy ra BA = B1A1 + B2A2 = 2I2. Mặt khác, gọi
M = AB, ta có

MA = ABA = A(BA) = 2A.

Suy ra hai cột của A là các véctơ riêng độc lập tuyến tính của ma trận M
ứng với giá trị riêng λ = 2 (do A1 khả nghịch). Dễ kiểm tra M có hai giá trị
riêng là 0 và 2, và số chiều của không gian con riêng của M ứng với λ = 2
có số chiều bằng 2 với hai véctơ cơ sở là u = (x, 0,−x, 0), v = (0, y, 0,−y) với
xy 6= 0. Suy ra hai ma trận sau thỏa mãn bài toán

A =


x 0
0 y
−x 0
0 −y

 , B =


1
x

0
0 1

y

− 1
x

0
0 − 1

y


T

.
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Bài 1.11 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Theo dịnh nghĩa của ma trận phụ hợp nói
trên ta có:

A.A′T = detA.In.

Do đó:
— Nếu rankA = n. tức là detA 6= 0 kéo theo det(A′) 6= 0.
— Nếu rankA = n − 1 thì từ A.A′T = 0 ta thấy ngay rằng mỗi dòng của

A′ là một nghiệm của phương trình Ax = 0, mà không gian nghiệm
này có số chiều n− (n− 1) = 1. Do đó rank(A′) = 1.

— Nếu rankA ≤ n− 2 thì các Aij = 0 với mọi i, j nên ta có A′ = 0.

Bài 1.12 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Ta đặt ma trận A =

0 1 0
0 0 1
6 5 −2

 và

Xn =

 Un
Un+1

Un+2

.

Khi đó dãy số Un được viết dưới dạng
X0 =

 0
1
−1


Xn+1 = AXn,∀n ≥ 0

Do đó Xn = AnX0, ∀n ≥ 1. Ta tính An.
Lập đa thức đặc trưng

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0
0 −λ 1
6 5 −2− λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 2)(λ+ 1)(λ+ 3).

Vậy A có 3 véc tơ riêng phân biệt λ = 2, λ = −1, λ = −3 nên A chéo hóa được
+Với λ = 2, A có một véc tơ riêng −→v1 = (1, 2, 4).
+Với λ = −1, A có một véc tơ riêng −→v2 = (1,−1, 1).
+Với λ = −3, A có một véc tơ riêng −→v3 = (1,−3, 9).

Ta đặt các ma trận C =

1 1 1
2 −1 −3
4 1 9


Do đó

C−1 =

 1
5

4
15

1
15

1 −1
6

−1
6

−1
5

−1
10

1
10

 và D =

2 0 0
0 −1 0
0 0 −3


Ta có A = CDC−1.
Suy ra An = CDnC−1 và tính toán cụ thể ta có:
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Xn = AnX0 =

 2n

5
2n+1

5
2n+2

5



Đặc biệt, ta có X2018 =

22018

5
22019

5
22020

5

 và suy ra U2018 = 22018

5
.

Bài 1.13 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Ta có

In = 2In − In = A3 − In = (A− In)(A2 + A+ In),

10In = 2In + 8In = A3 + 8In = (A+ 2In)(A2 − 2A+ 4In).

Suy ra det(A− In) 6= 0 và det(A+ 2In) 6= 0.

Rõ ràng do A3 = 2In nên det(A) 6= 0 và lại có

B = A2 − 2A+ 2In = A2 − 2A+ A3 = A(A2 + A− 2In)

= A(A− In)(A+ 2In).

Từ đây det(B) = det(A) det(A− In) det(A+ 2In) 6= 0, dó đó B khả nghịch.

Bài 1.14 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Lấy các ma trận

S =
1√
2

[
In In
In −In

]
, T =

1√
2

[
In iIn
−iIn −In

]
ta kiểm tra được M = S−1NS và P = T−1QT .
Vậy ta có các ma trận M,N đồng dạng và các ma trận P,Q đồng dạng.

Bài 1.15 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Giả sử ngược lại AB = BA thì
A2 +B2 = (A− iB)(A+ iB), (i2 = −1).
Từ đó

det(A2 +B2) = det(A− iB) det(A+ iB) = det(A− iB) det(A− iB)

= det(A− iB)det(A− iB) = | det(A− iB)|2 > 0.

Tuy nhiên với giả thiết đã cho thì det(A2 + B2) = det

1 2 0
2 1 2
0 2 1

 = −7 < 0,

mâu thuẫn!
Vậy AB 6= BA.
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Bài 1.16 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Giả sử AB −BA = A.
Khi đó B − A−1BA = I, suy ra (BA)A−1 − A−1(BA) = I. Từ đó ta có

0 = tr((BA)A−1 − A−1(BA)) = tr(I) = n.

Vô lý!

Bài 1.17 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Ta có

rankAB ≤ min{rankA, rankB}.

Suy ra
rankA ≥ rankA2 ≥ . . . ≥ rankAn ≥ . . . ≥ 0.

Dãy {rankAi} giảm và bị chặn dưới nên hội tụ, tức là tồn tại số nguyên dương
N sao cho

rankAk = rankAk+1, ∀k ≥ N.

Bài 1.18 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). a/ Giả sử A =

[
a c
0 b

]
.

Chứng minh bằng quy nạp An =

[
an xn
0 bn

]
, với n ≥ 2, xn là một số thực

nào đó.

Do đó, A2018 =

[
a2018 x2018

0 b2018

]
= O.

Suy ra a = 0 và b = 0. Thấy ngay A2 = O.

b/ Giả sử A =

 a b c
0 d e
0 0 f

.

Chứng minh bằng quy nạp An =

 an xn yn
0 dn zn
0 0 fn

, với n ≥ 2, xn, yn, zn là

những số thực nào đó. Do đó,

A2018 =

 a2018 x2018 y2018

0 d2018 z2018

0 0 f 2018

 = O.

Suy ra a = 0, d = 0 và f = 0. Thấy ngay A3 = O.

Bài 1.19 (ĐH Tây Bắc). Giả sử A là ma trận không suy biến khi đó detA 6= 0.
Mặt khác từ giả thiết B6 = 0;AB = BA suy ra

A6 = A6 −B6 = (A+B)(A2 − AB +B2)(A3 −B3).
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Từ đó ta có

det(A+B) det
(
(A2 − AB +B2)(A3 −B3)

)
= (detA)6 6= 0⇒ det(A+B) 6= 0.

Vậy A+B không suy biến.
Ngược lại giả sử A + B không suy biến, đặt C = A + B;D = −B ta sẽ có C
không suy biến đồng thời CD = DC;D6 = B6 = 0. Theo chứng minh trên
thì C +D = A không suy biến.

2 ĐỊNH THỨC

Bài 2.1 (HV An ninh Nhân dân). Từ giả thiết P + Q + PQ = On ta có
In = (In +P )(In +Q). Như thế In +P và In +Q là nghịch đảo của nhau, dẫn
đến In = (In +Q)(In + P ). Suy ra PQ = QP .
Giả sử P k = Qm = On. Khi đó

(αP + βQ)k+m =
k+m∑
i=0

Ci
m+k(αP )i(βQ)k+m−i

=
k∑
i=0

Ci
nα

iβk+m−iP iQk+m−i +
k+m−i∑
i=k+1

Ci
nα

iβk+m−iP iQk+m−i

= On +On = On.

Như vậy αP + βQ là ma trận lũy linh.
Bây giờ với ma trận A lũy linh (Ak = On), ta chứng tỏ nó chỉ có giá trị riêng
bằng 0.
Thật vậy, gọi λ là giá trị riêng của A và v 6= θ là vector riêng tương ứng. Khi
đó

Av = λv, A2v = A(Av) = A(λv) = λAv = λ2v, ...

θ = Akv = Ak−1(Av) = Ak−1(λv) = λAk−1v = λkv.

Suy ra λ = 0.
Tiếp theo ta dễ dàng chứng tỏ được với ma trận A có giá trị riêng λ thì ma
trận q(A), với q(x) là đa thức nào đó, sẽ có giá trị riêng q(λ).
Như vậy với ma trận lũy linh αP + βQ có giá trị riêng λ = 0 thì ma trận
In + αP + βQ = q(αP + βQ), với q(x) = 1 + x, sẽ có giá trị riêng 1 + λ = 1.
Định thức của ma trận bằng tích các giá trị riêng của nó.
Vậy det(In + αP + βQ) = 1n = 1.

Bài 2.2 (HV An ninh Nhân dân). 1) Ta thấy[
In 0
u 1

]
A =

[
In 0
u 1

] [
B −Bv
−uB uBv

]
=

[
B −Bv

O1×n 0

]
.
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Từ đây 0 = det

[
B −Bv

O1×n 0

]
= det

[
In 0
u 1

]
det(A), suy ra det(A) = 0.

2) Ta chứng tỏ A có giá trị riêng λ = 0 với bội 2, suy ra PA(λ) chia hết cho

λ2. Thật vậy, lấy 2 vector v1 =

(
v
1

)
và v2 =

(
x
0

)
thì

Av1 = A

(
v
1

)
=

[
B −Bv
−uB uBv

](
v
1

)
=

(
0
0

)
= θ = 0.v1,

Av2 = A

(
x
0

)
=

[
B −Bv
−uB uBv

](
x
0

)
=

(
Bx
−uBx

)
.

Do det(B) = 0 nên Bx = 0 có nghiệm x 6= 0, từ đó Av2 = 0 = 0.v2 với v2 6= 0.
Như vậy giá trị riêng λ = 0 của A có 2 vector riêng độc lập tuyến tính v1, v2

nên nó phải có bội 2.
Điều ngược lại của 2) không luôn luôn đúng!

Ta thấy
[
In 0
u 1

]−1

=

[
In 0
−u 1

]
và
[
In 0
u 1

]
A

[
In 0
u 1

]−1

=

[
B(In + vu) −Bv

O1×n 0

]
,

nên PA(λ) = det(A− λIn+1) = −λ det[B(In + vu)− λIn].
Nếu PA(λ) chia hết cho λ2 thì λ = 0 là nghiệm của det[B(In + vu)− λIn], tức
là det[B(In + vu)] = 0, hay là det(B) = 0 hoặc det(In + vu) = 0.
Như vậy chỉ cần det(In + vu) = 0 thì PA(λ) chia hết cho λ2 mà không cần
det(B) = 0.

Bài 2.3 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Ta có

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos
π

2
sin

π

2
0 · · · 0

cos
π

22
sin

π

22
0 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
cos

π

2n
sin

π

2n
0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cosx1 cosx2 · · · cosxn
sinx1 sinx2 · · · sinxn

0 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Bài 2.4 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Theo khai triển Laplace theo hàng, ta có

A. (A′)
t

= det(A).I.

Suy ra
det(A.(A′)t) = (detA)n.

Mặt khác ta có det(A′)t = detA′ và det(A.(A′)t) = detA. det(A′)t. Do đó kết
hợp với detA = ±1, ta thu được

detA′ = (detA)n−1 = 1.
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Bài 2.5 (HV Kỹ thuật Quân sự). a) Ta có

det
(
AA−1

)
= 1, det (A) ∈ Z⇒ det (A) = ±1.

Ngược lại

det (A) = ±1⇒ A−1 =
1

det(A)
A
T ∈ Z.

b) Giả sử ngược lại, ta có det
(
A+ 1

2018
E
)

= 0 hay − 1
2018

là trị riêng, tức là
nghiệm PT

det (A− xE) = (−1)nxn + (−1)n−1Tr(A)xn−1 + ...+ det(A) = 0

Mặt khác đa thức hệ số nguyên, nếu có nghiệm hữu tỉ thì nghiệm đó phải
nguyên, do đó vô lý.

Bài 2.6 (ĐH Mỏ địa chất).

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 0 . . . 0 1/n!
−1 x 0 . . . 0 1/n!
0 −2 x . . . 0 1/n!
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . x 1/n!
0 0 0 . . . −n 1/n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= lim

n→∞

1

n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 0 . . . 0 1
−1 x 0 . . . 0 1
0 −2 x . . . 0 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . x 1
0 0 0 . . . −n 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= lim

n→∞

1

n!
In.

Cộng vào dòng đầu tất cả các dòng còn lại, trước đó dòng thứ i nhân với
1

(i−1)!
.xi−1 (i = 2, 3 . . . , n+ 1). Khi đó ta có

In =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 0 . . . 0 Rn(x)
−1 x 0 . . . 0 1
0 −2 x . . . 0 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . x 1
0 0 0 . . . −n 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ở đó Rn(x) = 1 + x+ x2

2!
+ . . .+ xn

n!
.

Từ đó suy ra
In = Rn(x) · (−1)n+1+1(−1)n · n!.

Kết quả thu được:

lim
n→∞

1

n!
In = lim

n→∞
Rn(x) = ex.
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Bài 2.7 (ĐH Ngoại thương Hà Nội). Bằng cách cộng thêm dòng 2 vào dòng
1; dòng 3 vào dòng 2; . . . ; dòng n vào dòng n−1 thì định thức đã cho không
đổi. Do đó ta có:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 −1 +1 · · · ±1 ∓1
−1 2 −1 · · · ∓1 ±1
...

...
...

...
...

...
...

...
... · · · ...

...
∓1 ±1 ∓1 · · · 2 −1
±1 ∓1 ±1 · · · −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 0 · · · 0 0
0 1 1 0 · · · 0 0
0 0 1 1 · · · 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 · · · 1 1
±1 ∓1 ±1 ∓1 · · · −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Bây giờ bằng cách lấy cột 2 trừ cột 1, kết quả nhận được lại tiếp lấy cột 3 trừ
cột 2,. . . cứ như vậy chúng ta nhận được:

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0 0
0 1 0 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 1 0
±1 ∓2 ±3 · · · −n+ 1 n+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n+ 1

Bài 2.8 (ĐH Ngoại thương Hà Nội). a. Ta có: ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
x −a a
−b x −a
b −b x

∣∣∣∣∣∣ = x3 −

3abx+ a2b+ ab2

b. Ta có:

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −a a · · · (−1)n a (−1)n+1 a

−b x −a · · · (−1)n+1 a (−1)n+2 a

b −b x · · · (−1)n+2 a (−1)n+3 a
...

...
... . . . ...

...
(−1)n b (−1)n+1 b (−1)n+2 b · · · x −a

(−1)n+1 b (−1)n+2 b (−1)n+3 b · · · −b x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x x− a 0 0 · · · 0 0
−b x− b x− a 0 · · · 0 0
b 0 x− b x− a · · · 0 0
...

...
...

... . . . ...
...

(−1)n b 0 0 0 · · · x− b x− a
(−1)n+1 b 0 0 0 · · · 0 x− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x− b) ∆n−1 + b (x− a)n−1

Với ∆1 = x nên ∆n = (x− b)n + b
n−1∑
k=0

(x− b)n−1−k (x− a)k, ∀n ∈ Z+.
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Rút gọn biểu thức ta được:

Với a 6= b thì ∆n =
a (x− b)n − b (x− a)n

a− b
Với a = b thì ∆n = (x− a)n−1 (x+ (n− 1) a)

Bài 2.9 (Trường sĩ quan Không quân). Đặt Dn = det(B) trong đó

B =


2 cosα 1 0 0 . . . 0 0

1 2 cosα 1 0 . . . 0 0
0 1 2 cosα 1 . . . 0 0
. . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 2 cosα 1
0 0 0 0 . . . 1 2 cosα


n×n

Tính Dn bằng cách khai triển theo hàng 1 ta được Dn = 2 cosαDn−1 −Dn−2.
Từ đó ta suy ra Dn = sin(n+1)α

sinα
. Bây giờ, tính xn bằng cách khai triển theo

hàng 1, ta được xn = cosαDn−1 −Dn−2. Do đó,

xn = cosα
sinnα

sinα
− sin(n− 1)α

sinα
= cosnα.

3 HỆ PHƯƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH

Bài 3.1 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Hệ phương trình đươc viết lại như sau:
(2a11 − 1)x1 + 2a12x2 + · · ·+ 2a1nxn = 0

22a21x1 + (22a22 − 1)x2 + · · ·+ 22a2nxn = 0

.....................................................

2nan1x1 + 2nan2x2 + · · ·+ (2nann − 1)xn = 0

.

Gọi An là ma trận hệ số của hệ phương trình.

Do các phần tử trên đường chéo chính của ma trận An đều chia 2 dư 1, các
phần tử nằm ngoài đường chéo chính của An đều chia hết cho 2 nên ta suy
ra định thức của ma trận An cùng tính chẵn lẻ với định thức của ma trận
đơn vị In. Mặt khác ta có det(In) = 1 là số lẻ, do đó det(An) cũng là một số
nguyên lẻ, do vậy det(An) 6= 0. Từ đó suy ra hệ phương trình đã cho chỉ có
nghiệm tầm thường.

Bài 3.2 (HV Kỹ thuật Quân sự). a) Dễ thấy nghiệm (1) là nghiệm (2).
Ngược lại, giả sử x là nghiệm (2), ta có (A+ A2 + ...+ A2017 + A2018)x =
(E + A+ ...+ A2017)Ax = 0, nhưng dễ thấy E +A+ ...+A2017 = (E − A)−1
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là ma trận khả nghịch nên Ax = 0.
b) Ta có hệ (1) và (2) có cùng không gian nghiệm. Giả sử dim(N) = r thì
rank(A) = rank(A+ A2 + ...+ A2017) = n− r

Bài 3.3 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Ta có

det


20172017 20172017 20182018 20172017
20172017 20162016 20192019 20162016
20192019 20152015 20182018 20172017
20202020 20162016 20202020 20192019

 mod5≡ det


2 2 3 2
2 1 4 1
4 0 3 2
0 1 0 4


= 46

mod5≡ 1.

Suy ra

det


20172017 20172017 20182018 20172017
20172017 20162016 20192019 20162016
20192019 20152015 20182018 20172017
20202020 20162016 20202020 20192019

 6= 0.

Vậy hệ có nghiệm duy nhất là nghiệm tầm thường (0, 0, 0, 0).

Bài 3.4 (ĐH Tây Bắc). Gọi D là định thức của ma trận hệ số của hệ phương
trình đã cho. Ta có:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 1 1 1
1 a2 1 1
1 1 a3 1
1 1 1 a4

∣∣∣∣∣∣∣∣
Lấy các dòng i(i = 2, 3, 4) trừ đi dòng 1 rồi đưa các nhân tử chung (1− ai) ở
cột thứ i(i = 1, 2, 3, 4) ra ngoài thì được:

D =
4∏
i=1

(1− ai)

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1

1−a1
1

1−a2
1

1−a3
1

1−a4
1 −1 0 0
1 0 −1 0
1 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Cộng tất cả các cột vào cột 1 thì được:

D =
4∏
i=1

(1− ai)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1

1−a1 +
4∑
i=2

1
1−ai

1
1−a2

1
1−a3

1
1−a4

0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

4∏
i=1

(1− ai)

(
a1

1− a1

+
4∑
i=2

1

1− ai

)
< 0
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Vậy hệ phương trình đã cho có duy nhất nghiệm tầm thường.

4 KHÔNG GIAN VÉC TƠ VÀ ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH

Bài 4.1 (ĐH Giao thông Vận tải). Ánh xạ f đã cho có thể mô tả dưới dạng
ma trận f(x) = Ax với x ở dạng cột và

A =

0 0 1
2 1 −2
1 0 0


Tính toán trực tiếp chúng ta có

A2 =

0 0 1
2 1 −2
1 0 0

0 0 1
2 1 −2
1 0 0

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


hay là A2 = I.
Sử dụng A2 = I ta có biến đổi

f(−uk + uk+1) = 3uk ⇔ A(−uk + uk+1) = 3uk ⇔ −uk + uk+1 = 3Auk.

Như vậy uk+1 = (I + 3A)uk và ta suy ra u2018 = (I + 3A)2018u0.
Ta có

(I + 3A)2018 =
2018∑
k=0

Ck
20183kAk

= (C0
2018 + 32C2

2018 + . . .+ 32018C2018
2018)I

+ (3C1
2018 + 33C3

2018 + . . .+ 32017C2017
2018)A

=
(1 + 3)2018 + (1− 3)2018

2
I +

(1 + 3)2018 − (1− 3)2018

2
A

=
42018 + 22018

2
I +

42018 − 22018

2
A

= 22017

 k + 1 0 k − 1
2k − 2 2k −2k + 2
k − 1 0 k + 1


với k = 22018. Từ đó ta thu được

u2018 = (I+3A)2018u0 = 22017

 k + 1 0 k − 1
2k − 2 2k −2k + 2
k − 1 0 k + 1

1
2
3

 = 22018

2k − 1
2

2k + 1

 .
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Bài 4.2 (ĐH Quy Nhơn). a) Ta có detT = (−1)nc1 . . . cn+1 và T n = c1 . . . cnI.

b) Theo Câu a), Φ là đẳng cấu.

Bài 4.3 (Trường sĩ quan Không quân). Giả sử λ là giá trị riêng của ϕψ, tức là
tồn tại véc tơ v 6= 0 sao cho ϕψ(v) = λv. Khi đó, ta có ψϕ(ψ(v)) = ψ(ϕψ(v)) =
λψ(v). Do đó, nếu ψ(v) 6= 0 thì λ là giá trị riêng của ψϕ. Trong trường hợp
ψ(v) = 0 thì ϕψ(v) = ϕ(ψ(v)) = 0. Do vậy, từ ϕψ(v) = λv và v 6= 0, ta thu
được λ = 0. Điều này nói lên rằng det(BA) = 0 trong đó A, B là ma trận
biểu diễn của ϕ và ψ. Mặt khác 0 = det(BA) = det(B).det(A) = det(AB). Do
vậy λ = 0 cũng là giá trị riêng của AB và suy ra λ = 0 là giá trị riêng của ψϕ.
Điều ngược lại được lập luận tương tự.

Bài 4.4 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Xét các ma trận có dạng
— Các ma trận dạng E11−Eii, i = 2, ..., n có E11−Eii = E1iEi1−Ei1E1i.

Do đó E11 − Eii, i = 2, ..., n nằm trong S.
— Các ma trận dạng Eik, i 6= k có Eik = Ei1E1k−E1kEi1. Do đó Eik, i 6= k

nằm trong S.
Do đó S chứa hệ gồm (n− 1) + n(n− 1) = n2− 1 ma trận độc lập tuyến tính
(cần chứng minh tính chất độc lập tuyến tính).
Mặt khác mọi ma trận M thuộc S được sinh bởi các ma trận dạng AB −BA,
với các A,B ∈ Mat(n,K) nên tr(M) = 0. Do đó In không nằm trong S, vì vậy
dimS ≤ n2 − 1. Kết hợp trên ta có dimS = n2 − 1.
Kí hiệu ZT(n) là tập các ma trận vuông cấp n có vết bằng không. Từ nhận
xét trên ta có S ⊂ ZT (n), kết hợp với dim(ZT (n)) ≤ n2 − 1 ta có ngay rằng
S chính là tập các ma trận có vết bằng không.

Bài 4.5 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Xét một quan hệ tuyến tính giữa hữu hạn
các phần tử của tập f0, f1, f2, ..., chẳng hạn:

α1fn1 + ...+ αpfnp = 0, α1, ..., αp ∈ R.

Không mất tính tổng quát, ta giả sử n1 < n2 < ... < np.Ta chứng minh quy
nạp theo p là α1 = ... = αp = 0.
Khi p = 1, nếu α1 6= 0 thì vế trái là một đa thức bậc đúng bằng n1, nên nó
không thể bằng đa thức 0. Vô lí. Vậy α1 = 0.
Giả sử khẳng định đúng với p− 1. Xét trường hợp p đa thức. Nếu αp 6= 0 thì
α1fn1 + ... + αpfnp là đa thức bậc đúng bằng np. Do đó nó khác 0. Vô lí. Vậy
αp = 0.
Theo giả thiết quy nạp, ta có α1fn1 + ...+ αpfnp = 0 thì α1 = ... = αp = 0.
Vậy hệ đã cho độc lập tuyến tính.
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5 GIÁ TRỊ RIÊNG VÀ VÉC TƠ RIÊNG

Bài 5.1 (HV Kỹ thuật Quân sự). Gọi A là ma trận của một toán tử trong cơ sở
nào đó. Dễ thấy λ0 là nghiệm đơn đa thức đặc trưng thì ứng với nó có đúng
1 vector riêng e1, bổ sung e2, .., en thành cơ sở mới không gian. Trong cơ sở
mới này ta có

A =


λ0 b12 ... b1n

0 b22 ... b2n

... ... ... ...
0 bn2 ... bnn


Khi đó

rank (A− λ0E) = rank
(
A− λ0E

)
= n− 1

vì ∣∣∣∣∣∣
b22 − λ0 ... b2n

... ... ...
bn2 ... bnn−λ0

∣∣∣∣∣∣ 6= 0

do λ0 là nghiệm đơn phương trình đặc trưng.

Bài 5.2 (ĐH Mỏ địa chất). Vì ma trận đối xứng nên tất cả các giá trị riêng
của nó đều là thực. Tổng tất cả các phần tử trên đường chéo của ma trận là
số dương và bằng tổng tất cả các giá trị riêng của nó – vết của ma trận. Vì
vết bất biến qua phép biến đổi cơ sở nên tổng tất cả các giá trị riêng là số
dương. Vì vậy trong tất cả các giá trị riêng của ma trận đã cho có ít nhất một
giá trị riêng là dương.

Bài 5.3 (ĐH Quy Nhơn). Giả sử A có k giá trị riêng phân biệt λ1, . . . , λk. Áp
dụng phép nội suy Lagrange, tồn tại một đa thức p sao cho p(λi) = λ̄i với
mọi i = 1, . . . , k. Suy ra UHp(A)U = p(D), với p(D) là ma trận dường chéo
với các phần tử chéo là một trong các p(λi) = λ̄i. Do đó p(D) = DH . Suy ra
p(A) = AH .

Bài 5.4 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Giả sử λ là giá trị riêng và v =
(v1, v2, ..., vn)t 6= (0, 0, ..., 0)t là vector riêng tương ứng. Ta có

Av =


2v1 − v2

−v1 + 2v2 − v3

−v2 + 2v3 − v4

· · ·
−vn−2 + 2vn−1 − vn
−vn−1 + 2vn

 ,

〈
Av, v

〉
= (2v2

1 − v1v2) + (−v1v2 + 2v2
2 − v2v3) + · · ·

+ (−vn−2vn−1 + 2v2
n−1 − vn−1vn) + (−vn−1vn + 2v2

n)

= v2
1 + (v1 − v2)2 + (v2 − v3)2 + · · ·+ (vn−1 − vn)2 + v2

n > 0.



6. ĐA THỨC 99

Mặt khác
〈
Av, v

〉
=
〈
λv, v

〉
= λ

〈
v, v
〉

= λ‖v‖2, mà ‖v‖2 = (v2
1 + v2

2 + · · ·+
v2
n)

1
2 > 0.

Do đó suy ra λ > 0

Bài 5.5 (ĐH Tây Bắc). a) Ta có:

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣
−1− λ −3 0
−3 2− λ 1
0 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1 + λ)(3 + λ)(4− λ).

Suy ra A có 3 giá trị riêng là λ = −1;λ = −3;λ = 4.
b) Nếu λ là trị riêng của A thì |A− λI| = 0 suy ra:

|An − λnI| =
∣∣(A− λI)(An−1 + λAn−2 + ...+ λn−1I)

∣∣
= |A− λI|

∣∣An−1 + λAn−2 + ...+ λn−1I
∣∣

= 0.

Vậy λn là trị riêng của An.
c) Do −1 là trị riêng của A nên (−1)2013 là trị riêng của A2013 vậy∣∣A2013 + I

∣∣ =
∣∣A2013 − (−1)2013I

∣∣ = 0

Suy ra ∣∣A4 + A2017
∣∣ =

∣∣A4
∣∣ . ∣∣A2013 + I

∣∣ = 0.

6 ĐA THỨC

Bài 6.1 (ĐH Giao thông Vận tải). Từ giả thiết ta suy ra P (x) có biểu diễn

dưới dạng P (x) = α

n∏
i=1

(x− ai). Từ đó ta có P ′(a1) = α

n∏
i=2

(ai − a1). Theo giả

thiết ta có với mỗi i > 2

0 < ai − a1 = 2ai − 2b− (ai − a2)− (a1 + a2 − 2b) < 2(ai − b).

Như vậy

|P (b)| = |b− a1|
n∏
i=2

|b− ai|

> |b− a1|
n∏
i=2

1

2
(ai − a1) = 2−(n−1)|b− a1||P ′(ai)|

Từ đó ta thu được điều phải chứng minh.
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Bài 6.2 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). a) Bước 1: Chứng minh hệ Ba độc lập tuyến
tính.
Bước 2: Hệ Ba có n+ 1 phần tử bằng với số chiều của không gian Pn[x].
Từ đó suy ra Ba là một cơ sở của Pn[x].
b) Ta có:

(x− b)k = ((a− b) + (x− a))k =
k∑

m=0

Cm
k (a− b)k−m(x− a)m.

Do đó: ma trận chuyển cơ sở từ cơ sở Ba sang cơ sở Bb là:
C0

0 C0
1(a− b) C0

2(a− b)2 · · · C0
n(a− b)n

0 C1
1 C1

2(a− b) · · · C1
n(a− b)n−1

0 0 C2
2 · · · C2

n(a− b)n−2

· · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · Cn

n


Bài 6.3 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Xét đa thức Q(x) = P (x) − x có bậc 2018.
Ta có:

Q(0) = − 1

2018
< 0, Q(−1) =

1

a2 − 2a+ 2
+

2017

2018
> 0.

Suy ra: Q(−1).Q(0) < 0. Mặt khác Q(x) là hàm số liên tục trên đoạn [−1; 0]
nên theo định lý Rolle, phương trình Q(x) = 0 có nghiệm x1 ∈ (−1; 0).
Ta có: Q(x) = (x − x1).H(x), trong đó H(x) là một đa thức có bậc 2017 là
một số lẻ.
Chứng minh: H(x) = 0 có ít nhất một nghiệm x2.
Với i = 1; 2, ta có: Q(xi) = 0, suy ra: P (xi) = xi. Do đó:

P (P (xi)) = P (xi) = xi.

Vậy phương trình P (P (x)) = x có ít nhất 2 nghiệm là x1;x2.

Bài 6.4 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). Đặt P (x) = a(x−x1)(x−
x2)...(x− xn), a 6= 0. Ta có

P ′(x) = P (x)
[ 1

x− x1

+
1

x− x2

+ · · ·+ 1

x− xn

]
, (x 6= x1, x2, ..., xn).

Theo định lý Rolle tồn tại y1, y2, ..., yn−1

mà x1 < y1 < x2 < y2 < ... < xn−1 < yn−1 < xn
để P ′(y1) = P ′(y2) = · · · = P ′(yn−1) = 0.
Nhưng P (yi) 6= 0, (i = 1, 2, ..., n− 1) nên

1

yi − x1

+
1

yi − x2

+ · · ·+ 1

yi − xn
= 0, (i = 1, 2, ..., n− 1),
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suy ra

n−1∑
i=1

[ 1

yi − x1

+
1

yi − x2

+ · · ·+ 1

yi − xn

]
= 0, hay

n−1∑
i=1

n∑
k=1

1

yi − xk
= 0.

Ta lại có P ′(x) = na(x− y1)(x− y2)...(x− yn−1), nên

P ′′(x) = P ′(x)
[ 1

x− y1

+
1

x− y2

+ · · ·+ 1

x− yn−1

]
, (x 6= y1, y2, ..., yn−1).

Do đó

n∑
k=1

P ′′(xk)

P ′(xk)
=

n∑
k=1

[ 1

xk − y1

+
1

xk − y2

+ · · ·+ 1

xk − yn−1

]
=

n∑
k=1

n−1∑
i=1

1

xk − yi
= 0.

Bài 6.5 (HV Kỹ thuật Quân sự). — Không giảm tính tổng quát, giả sử
an = 1.

— Áp đụng định lý Viet ta có (x1 + x2 + ... + xn)2 = a2
n−1 = 1,

∑
i<j

xixj =

an−2.
Do đó 0 ≤ x2

1 + ...+ x2
n = (x1 + x2 + ...+ xn)2 − 2

∑
i<j

xixj = 1− 2an−2,

nhận được an−2 = −1 và x2
1 + ...+ x2

n = 3.
— Từ 3 = x2

1 + ...+ x2
n ≥ n n

√
(x1...xn)2 = n, nhận được n ≤ 3.

— n = 1, P (x) = x± 1.
— n = 2, P (x) = ±(x2 ± x− 1).
— n = 3, P (x) = ±(x3 − x2 − x+ 1), P (x) = ±(x3 + x2 − x− 1).

Bài 6.6 (ĐH Mỏ địa chất). Giả sử phương trình của đường thẳng là y = ax+b.
Khi đó xi là nghiệm của phương trình

2x4 + 7x3 + (3− a)x− (5 + b) = 0.

Theo định lý Viet tổng các nghiệm bằng −7
2
, và trung bình cộng của chúng

bằng −7
8
. Vậy đáp án là −7

8
.

Bài 6.7 (ĐH Mỏ địa chất). Để ý là

x6 = x2 + x.

Từ đó áp dụng định lý Viet có∑
x6
i =

(∑
xi

)2

− 2
∑

xixj +
∑

xi = 0 + 0− 0 = 0.
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Bài 6.8 (ĐH Quy Nhơn). Viết p(x) = a
∏n

i=1(x− xi), a ∈ R và đặt

pk(x) = a
∏
j 6=k

(x− xj), k = 1, . . . , n.

Khi đó p′(x) =
∑n

k=1 pk(x) và (x − xk)pk(x) = p(x) với mọi k = 1, . . . , n. Suy
ra p′(xj) = pj(xj)(6= 0) với mọi j.
Cuối cùng, xét đa thức

F (x) = −1 +
n∑
j=1

pj(x)

p′(xj)

có bậc n − 1 với hệ số cao nhất là a
(

1
p′(x1)

+ . . . 1
p′(xn)

)
. Hơn nữa ta có thể

kiểm tra các x1, . . . , xn là nghiệm của F (x) và do đó F (x) ≡ 0. Suy ra kết
quả.

Bài 6.9 (ĐH Quy Nhơn). Viết f(x) =
∏n

k=1(bkx + ck) với giả sử bk > 0 (do
an > 0) và ck > 0 (do đa thức có các hệ số không âm nên không thể có
nghiệm dương) và có nhiều nhất một ck bằng 0.
Tính

f(1) = 0 + 1 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
=

n∏
k=1

(bk + ck) ≥ 2n−1.

Suy ra n ≤ 4. Do f là không âm trên R nên nó có bậc chẵn, n = 2, 4.
Trường hợp n = 4 không thể xảy ra vì f(1) = 10 không thể viết thành tích
của 4 nhân tử như vế phải đồng nhất thức trên đây.
Với n = 2 : từ phân tích trên, f chỉ có hai dạng f(x) = x(x + 2) và f(x) =
x(2x+ 1). Cả hai dạng này đều không thể không âm trên toàn bộ R.

Bài 6.10 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Từ giả thiết (1) suy ra nếu x0 là một
nghiệm thực của P (x) thì ta có tất cả phần tử của dãy {xn} thỏa mãn: xn =
2x3

n−1 + xn−1, n = 1, 2, 3, ... cũng là nghiệm của P (x).
Hơn nữa, ta thấy nếu x0 > 0 thì x0 < x1 < x2 < · · ·xn < xn+1 · · · và nếu
x0 > 0 thì x0 > x1 > x2 > · · ·xn > xn+1 · · ·
Do đó nếu P (x) có một nghiệm thực khác 0 thì nó sẽ có vô số nghiệm thực
phân biệt. Mà theo giả thiết P (x) có bậc n ≥ 1 dẫn đến mâu thuẫn. Vậy P (x)
không có nghiệm thực khác 0.
Tiếp theo ta đi chứng minh P (0) 6= 0 với P (x) = a0x

n + a1x
n−1 + · · · an−1x+

an, a0 6= 0.
Thật vậy, giả sử P (0) = 0 ⇔ an = 0. Gọi k là chỉ só lớn nhất thỏa mãn
ak 6= 0. Khi đó P (x).P (2x2) = a2

02n.x3n + · · ·+ a2
k2
n−k.x3(n−k) và P (2x3 + x) =

a02n.x3n + · · ·+ ak.x
n−k. Từ n− k > 0⇒ 3(n− k) > n− k nên theo (1) đồng

nhất hệ số ta có ak = 0(mâu thuẫn). Vậy P (x) không có nghiệm thực.



6. ĐA THỨC 103

Bài 6.11 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Giả sử P (x) = a0 + a1x+ . . .+
anx

n (ai nguyên, an 6= 0). Đặt

Q(x) = P (x+ 1) = b0 + b1x+ . . .+ bnx
n (bi nguyên).

Bởi vì P (
2017

2019
) = 0 nên Q(

−2

2019
) = P (

2017

2019
) = 0. Suy ra

b0 + b1(
−2

2019
) + . . .+ bn(

−2

2019
)n = 0,

tương đương

b0.(2019)n + b1.(−2)(2019)n−1 + . . .+ bn(−2)n = 0.

Từ đó suy ra b0 là số chẵn. Mặt khác b0 = Q(0) = P (1) = a0 + a1 + . . .+ an.
Vậy tổng các hệ số của P (x) không thể bằng 2019.

Bài 6.12 (ĐH Tây Bắc). Ta có f ′(x) = 5x4 − 8x có đúng 2 nghiệm thực là
x = 0;x = 3

√
8/5 nên f(x) có hai cực trị là

f(0) = 2 > 0; f( 3
√

8/5) =
10− 12 3

√
64/25

5
< 0.

Từ đó do tính liên tục của f(x) suy ra f(x) có đúng 3 nghiệm thực. Hơn nữa
f(−1) = −3; f(0) = 2; f(1) = −1; f(2) = 18 nên 3 nghiệm thực của f(x)
tương ứng thuộc các khoảng (−1, 0); (0, 1); (1, 2).
Mặt khác ta có

f(−2x) = −32x5 − 16x2 + 2 = −2(16x5 + 8x2 − 1) = −2g(x) (∗)

Suy ra g(x) cũng có đúng 3 nghiệm thực tương ứng thuộc các khoảng (−1,−1/2);
(−1/2, 0); (0, 1/2).
Nếu gọi b là nghiệm thực nhỏ nhất của g(x) thì b ∈ (−1,−1/2) và g(b) = 0
suy ra a = −2b ∈ (1, 2) hơn nữa từ đẳng thức (*) ta có f(a) = f(−2b) =
−2g(b) = 0 vậy a là nghiệm lớn nhất của f(x) và a+ 2b = 0.
b) Ta có:

α3 =

 3

√
7 +

√
49

8
+

3

√
7−

√
49

8

3

= 14 + 3 3

√√√√(7 +

√
49

8

)(
7−

√
49

8

) 3

√
7 +

√
49

8
+

3

√
7−

√
49

8


= 14 +

21

2
α
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Suy ra α là nghiệm của đa thức g(x) = 2x3 − 21x− 28.
Chia đa thức 2x5 − 2x4 − 23x3 − 7x2 + 49x+ 30 cho g(x) ta được:

2x5 − 2x4 − 23x3 − 7x2 + 49x+ 30 = g(x)(x2 − x− 1) + 2.

Suy ra f(α) = 25 = 32.

7 TỔ HỢP

Bài 7.1 (ĐH Giao thông Vận tải). Ứng với một cách cắt ta đánh số các đoạn
từ 1 đến 351. Ký hiệu số thứ tự của các đoạn 10m là a1, a2, . . . , a100, số thứ
tự của đoạn 18m là a. Để thực hiện một cách cắt theo đúng yêu cầu ta thực
hiện theo các bước.
Bước 1: chọn giá trị của a trong tập {1, 2, . . . , 351}.
Bước 2: chọn một tập con {a1, a2, . . . , a100} của 350 số còn lại.
Bước 3: cắt cuộn dây theo thứ tự đã chọn. Như vậy số cách cắt cuộn dây là
n = 351C100

350 .

Bài 7.2 (ĐH Giao thông Vận tải). Ký hiệu sản lượng của các xí nghiệp là
x1, x2, x3, x4 và không mất tính tổng quát ta giả sử x1 > x2 > x3 > x4.
Ký hiệu x5 là nhu cầu nước sinh hoạt hàng ngày của toàn thành phố. Nếu
xí nghiệp thứ nhất được bảo dưỡng theo định kỳ thì lượng nước bị thiếu
hụt là α1 = 0, 5x1 − 0, 2x2 − 0, 15x3 − 0, 1x4. Tương tự các xí nghiệp thứ
2, 3, 4 được bảo dưỡng theo định kỳ thì lượng nước bị thiếu hụt tương ứng là
α2 = 0, 5x2 − 0, 2x1 − 0, 15x3 − 0, 1x4; α3 = 0, 5x3 − 0, 2x1 − 0, 15x2 − 0, 1x4;
α4 = 0, 5x4 − 0, 2x1 − 0, 15x2 − 0, 1x3. Từ x1 > x2 > x3 > x4 ta suy ra được
α1 > α2 > α3 > α4. Đối chiếu với giả thiết ta thu được dãy {α1, α2, α3, α4}
chính là {56, 14,−12,−36}. Từ đó ta lập được hệ phương trình tuyến tính

0, 5x1 − 0, 2x2 − 0, 15x3 − 0, 1x4 = 56

−0, 2x1 + 0, 5x2 − 0, 15x3 − 0, 1x4 = 14

−0, 2x1 − 0, 15x2 + 0, 5x3 − 0, 1x4 = −12

−0, 2x1 − 0, 15x2 − 0, 1x3 + 0, 5x4 = −36

Giải hệ theo phép khử Gauss ta thu được kết quả: x1 = 300, x2 = 240, x3 =
200, x4 = 160. Từ đó ta tính được x5 = x1 + x2 + x3 + x4 = 900.

Ghi chú. Ta có thể giải bài toán bằng cách lập hệ phương trình tuyến tính

x1 + x2 + x3 + x4 − x5 = 0

0, 5x1 + 1, 2x2 + 1, 15x3 + 1, 1x4 − x5 = −56

1, 2x1 + 0, 5x2 + 1, 15x3 + 1, 1x4 − x5 = −14

1, 2x1 + 1, 15x2 + 0, 5x3 + 1, 1x4 − x5 = 12

1, 2x1 + 1, 15x2 + 1, 1x3 + 0, 5x4 − x5 = 36
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Giải hệ theo phép khử Gauss ta thu được kết quả: x1 = 300, x2 = 240, x3 =
200, x4 = 160, x5 = 900.

Bài 7.3 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). 50 viên bi được chia làm ba loại gồm: 16
viên bi có số chia hết cho 3; 17 viên bi có số chia 3 dư 1 và 17 viên bi còn lại
có số chia 3 dư 2.
Có hai trường hợp xảy ra:
• 3 viên bi được chọn cùng một loại, trong trường hợp này có: C3

16 + C3
17 +

C3
17 = 1920 (cách).
• 3 viên bi được chọn thuộc ba loại khác nhau, trong trường hợp này có:
C1

16.C
1
17.C

1
17 = 4624 (cách).

Vậy có tất cả: 1920 + 4624 = 6544 (cách).

Bài 7.4 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Gọi an là cách sắp xếp giỏ trái cây thỏa mãn
đề bài và F (x) là hàm sinh của dãy an. Ta có

F (x) =
+∞∑
n=0

an.x
n = f(x).g(x).h(x).k(x)

trong đó f(x), g(x), h(x), k(x) tương ứng là hàm sinh cho số cách chọn các
loại quả lê, quả chuối, quả ổi, quả bưởi.
Ta có: hàm sinh cho số cách chọn quả lê là:

f(x) = 1 + x2 + x4 + · · · = 1

1− x2
.

Hàm sinh cho số cách chọn quả chuối là:

g(x) = 1 + x6 + x12 + · · · = 1

1− x6
.

Hàm sinh cho số cách chọn quả ổi là:

h(x) = 1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5 =
1− x6

1− x
.

Hàm sinh cho số cách chọn quả bưởi là:

k(x) = 1 + x.

Do đó:

F (x) =
1

1− x2
.

1

1− x6
.
1− x6

1− x
.(1 + x) =

1

(1− x)2
=

+∞∑
k=0

(k + 1).xk.



106

Đẳng thức cuối cùng nhận được bằng cách lấy đạo hàm hai vế đẳng thức

1

1− x
=

+∞∑
k=0

xk.

Suy ra an = n+ 1. Vậy số cách sắp xếp giỏ trái cây thỏa mãn đề bài là n+ 1.

Bài 7.5 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Ta chỉ cần chứng tỏ tồn tại một khối cầu có
bán kính là 1 chứa ít nhất 22 điểm của tập A.
Gọi (S1) là khối cầu có tâm là điểm A1, bán kính R = 1 (kể cả biên).
Nếu tất cả các điểm Ai(i = 2; 3; · · · ; 64) đều thuộc (S1) thì ta có ngay điều
phải chứng minh.
Xét trường hợp tồn tại điểm của tập hợp {A2;A3; · · · ;A64} không thuộc khối
cầu (S1), không mất tính tổng quát ta có thể giả sử điểm đó là A2. Ta có

A1A2 > 1.

Gọi (S2) là khối cầu có tâm là điểm A2 và có bán kính bằng 1 (kể cả biên).
Nếu tất cả các điểm Ai(i = 3; 4; · · · ; 64) đều thuộc khối cầu (S1) hoặc khối
cầu (S2) thì theo nguyên lý Dirichle, tồn tại một trong hai khối cầu (S1) hoặc
(S2) chứa ít nhất 31 điểm của tập A. Từ đó ta thu được điều phải chứng minh.
Xét trường hợp tồn tại điểm của tập hợp {A3;A4; · · · ;A64} không thuộc cả
hai khối cầu (S1); (S2). Không mất tính tổng quát ta có thể giả sử điểm đó là
A3. Khi đó hiển nhiên ta có:

A3A1 > 1;A3A2 > 1.

Gọi (S3) là khối cầu có tâm là điểm A3 và có bán kính bằng 1 (kể cả biên).
Với bất kì i = 4; 5; · · · ; 64, xét 4 điểm A1;A2;A3;Ai. Theo giả thiết tồn tại
2 điểm trong 4 điểm đó có khoảng cách không vượt quá 1. Mặt khác do
A1A2;A1A3;A2A3 > 1 nên ta suy ra: hoặc AiA1 ≤ 1, hoặc AiA2 ≤ 1, hoặc
AiA3 ≤ 1. Nghĩa là bất kì các điểm A4;A5; · · · ;A64 đều thuộc ít nhất một
trong ba khối cầu (S1); (S2); (S3). Theo nguyên lý Dirichle, tồn tại một trong
ba khối cầu (S1), (S2), (S3) chứa ít nhất 21 điểm của tập {A4;A5; · · · ;A64}, và
do đó khối cầu này sẽ chứa ít nhất 22 điểm (bao gồm cả tâm của khối cầu
đó) của tập A.



CÁC BÀI ĐỀ XUẤT: GIẢI TÍCH

1 DÃY SỐ

Bài 1.1 (ĐH Giao thông vận tải). Ta có un+1 − un = (un − 1)2 ≥ 0, ∀n ≥ 1.
Do đó {un} là dãy số tăng. Theo giả thiết 0 < u1 < 1. Giả sử 0 < uk < 1. Khi
đó −1 < uk(uk − 1) < 0 và 0 < uk+1 = 1 + uk(uk − 1) < 1. Vậy theo quy nạp
ta có 0 < un < 1 với mọi n ≥ 1. Dãy số {un} tăng và bị chặn trên nên tồn tại
lim
n→∞

un = α. Chuyển qua giới hạn ta được α2 − α + 1 = α ⇐⇒ α = 1. Mặt

khác ta có 1 − un+1 = un(1 − un), n = 1, 2, ..., Truy hồi ta được 1 − un+1 =
u1u2...un(1− u1). Vì vậy

lim
n→∞

(u1u2...un) = lim
n→∞

1− un+1

1− u1

= 0.

Bài 1.2 (ĐH Hàng hải Việt Nam). Đặt yn =
1

2017
(2018xn+2018 − xn). Từ giả

thiết ta suy ra dãy {yn}∞n=1 hội tụ tới giới hạn
a

2017
, do đó dãy {yn}∞n=1 bị

chặn. Vậy tồn tại số dương A sao cho |xn| < A với mọi n = 1, 2, ..., 2018 và
|yn| < A với mọi n ≥ 1. Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp rằng “ |xn| < A với
mọi n ≥ 1 ” (*). Khẳng định (*) rõ ràng đã đúng với n = 1, 2, ..., 2018 do cách
chọn số A. Giả sử khẳng định (*) đã đúng với mọi số nguyên dương n thỏa
mãn 2018k + 1 ≤ n ≤ 2018(k + 1)(k ≥ 0). Khi đó ta có:

|xn+2018| = |
xn + 2017yn

2018
| ≤ 1

2018
(|xn|+ 2017|yn|) <

A+ 2017A

2018
= A

với mọi số nguyên dương n thỏa mãn 2018k + 1 ≤ n ≤ 2018(k + 1)(k ≥ 0).
Nghĩa là, nếu khẳng định (*) đã đúng với mọi số nguyên dương n thỏa mãn
2018k + 1 ≤ n ≤ 2018(k + 1)(k ≥ 0) thì khẳng định đó cũng sẽ đúng với mọi
số nguyên dương n thỏa mãn :

2018(k + 1) + 1 ≤ n ≤ 2018(k + 2).

Vậy khẳng định (*) được chứng minh bằng phép quy nạp theo khối.
Đặt lim(xn) = L, lim(xn) = l. Từ chứng minh trên ta suy ra các số L, l là các
số thực hữu hạn. Lấy giới hạn trên và giới hạn dưới của đẳng thức:

xn+2018 =
xn + 2017yn

2018
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ta thu được các bất đẳng thức sau:

L ≤ L+ a

2018
⇔ L ≤ a

2017
; l ≥ l + a

2018
⇔ l ≥ a

2017
.(∗∗)

Bởi vì l ≤ L nên từ các bất đẳng thức (**) ta suy ra L = l =
a

2017
. Vậy dãy

{xn}∞n=1 hội tụ và lim
n→∞

xn =
a

2017
.

Bài 1.3 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Ta thấy xn ≥ a với mọi n ≥ 1 và dãy số tăng
{xn} là tăng ngặt có lim

n→∞
xn = +∞.

Nếu m ≤ 0 thì lim
n→∞

xn
nm

= +∞ hay dãy số
{ xn
nm

}
phân kỳ.

Xétm > 0. Ta thấy, để dãy số
{ xn
nm

}
có giới hạn hữu hạn thì dãy số

x
1
m
n

n
có giới

hạn hữu hạn. Đặt k =
1

m
. Ta có A = lim

n→∞
(xkn+1 − xkn) = lim

n→∞
k(

2

x
3
2
−k

n

+
5

x
6
5
−k

n

).

Khi đó, ta có

A =


0 nếu 0 < k < 6

5

6 nếu k = 6
5

+∞ nếu k > 6
5

.

Theo định lý Stolz, ta có

— Với 0 < m <
5

6
, lim
n→∞

x
1
m
n

n
= +∞

— Với m =
5

6
, lim
n→∞

x
1
m
n

n
= 6.

— Với m >
5

6
, lim
n→∞

x
1
m
n

n
= 0.

Suy ra các kết quả đến ý a) và b).

Bài 1.4 (ĐH Quảng Bình). Ta thấy x2 > x1 và hàm f(x) =
√

2018x− 2017
tăng trên [1; +∞) do đó dãy (xn) tăng. Mặt khác, x1 ≤ 2017, giả sử xn ≤ 2017
thì ta có √

2018xn − 2017 ≤
√

2018.2017− 2017 = 2017

hay xn+1 ≤ 2017 tức là dãy (xn) bị chặn. Do đó tồn tại lim
n→∞

xn = α ∈ (1; 2017].

Qua giới hạn đẳng thức xn+1 =
√

2018xn − 2017 ta có α =
√

2018α− 2017,
dẫn đến α = 2017.

Vậy lim
n→∞

xn = 2017.



1. DÃY SỐ 109

Bài 1.5 (ĐH Quốc tế). Nếu dãy đã cho và hội tụ và lim
n→∞

xn = l thì l2−l+a = 0.

Suy ra 1− 4a ≥ 0 hay a ≤ 1

4
. Khi đó

lim
n→∞

xn =
1−
√

1− 4a

2

Vậy 0 < a ≤ 1

4
.

Ngược lại, giả sử rằng 0 < a <
1

4
. Để ý rằng xn ≥ a, ∀n ≥ 2.

Ta có x1 = 0, x2 = a, x3 = a+ a2. Vậy

0 < x1, x2, x3 <
1

4
+

1

4
=

1

2

Giả sử xn <
1

2
, khi đó xn+1 = a+ x2

n < a+
1

4
<

1

4
+

1

4
= 1

2
.

Vậy a ≤ xn <
1

2
; ∀n ∈ N.

Hơn nữa,

xn+1 − xn = a+ x2
n − (a+ x2

n−1) = (xn − xn−1)(xn + xn−1)

Do x2 > x1, bằng quy nạp xn+1 > xn,∀n ∈ N. Dãy đã cho hội tụ.

Khi đó

lim
n→∞

xn =
1−
√

1− 4a

2

Bài 1.6 (Trường Sĩ quan Không quân). Xét hàm số f(x) = ln(1 + x) là hàm
liên tục trên [0; 1] do đó f khả tích trên [0; 1], tức là tồn tại giới hạn hữu hạn:

lim
n→∞

n∑
k=1

∆xk ln(1 + δk)

với mọi hệ phân điểm 0 = x0 < x1 < ... < xn = 1 và mọi cách chọn δk ∈
[xk−1;xk], 1 ≤ k ≤ n. Do đó, bằng cách chọn xk = k

n
, δk = xk+1, 0 ≤ k ≤ n, ta

suy ra dãy un = 1
n

∑n
k=1 ln(1 + k

n
) hội tụ và

limun =

∫ 1

0

ln(1 + x)dx = 2 ln 2− 1

Bài 1.7 (Trường Sĩ quan Không quân). Gọi Sn là tổng số tiền thưởng mà nhà
đầu tư A được hưởng, Tn là tổng số tiền thưởng mà Hãng X phải trả khi hệ
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thống phát triển đầy đủ đến cấp n. Khi đó:

S1 = 0, Sn = N
n−1∑
k=1

(2r)k, n > 1.

Tổng số tiền mà Hãng X thu được của các nhà phân phối là: N
∑n−1

k=0 2k =
(2n − 1)N
Tổng số tiền thưởng mà Hãng X phải trả khi hệ thống phát triển đầy đủ đến
cấp n là:

Tn =
n−1∑
k=0

2kSn−k =
2rN

1− 2r

[
2n−1 − 1− 2r

2r − 1

(
(2r)n−1 − 1

)]
1) Khi r = 40%, N = 10 triệu đồng, hệ thống đầy đủ đến cấp 10 thì:

- Số tiền thưởng mà nhà phân phối A được chia là:

S10 = 10
9∑

k=1

(2r)k = 40.
[
1− (2r)9

]
≈ 34, 63 triệu đồng.

Tức là nhà phân phối A có lãi khoảng 24.630.000 đồng.
- Tổng số tiền mà các nhà phân phối nộp cho Hãng X là:
(210 − 1).10 = 10 tỷ 230 triệu đồng.
- Tổng số tiền mà Hãng X phải trả thưởng là:

T10 =
2rN

1− 2r

[
29 − 1− 2r

2r − 1

(
(2r)9 − 1

)]
≈ 5 tỷ 75, 4 triệu đồng.

Vậy số tiền mà Hãng X thu được sau khi trừ chi phí hoa hồng xấp xỉ:
5 tỷ 154,6 triệu đồng.

2) Khi hệ thống phát triển đầy đủ đến cấp 3 thì:
- Số tiền thưởng mà A được chia là: S3 = N

∑2
k=1(2r)k.

- Nhà phân phối A bắt đầu có lãi khi 2r
1−2r

(1− (2r)2)) > 1. Từ đó, ta

tìm ra r >
√

5−1
4
≈ 31%.

3) Nhà phân phối A sẽ không bao giờ có lãi khi:

lim
n→∞

Sn ≤ N ⇔ lim
n→∞

2r

1− 2r

(
1− (2r)n−1

)
≤ 1

.
Ta có:

lim
n→∞

2r

1− 2r

(
1− (2r)n−1

)
=

{
+∞ nếu r>50%

2r
1−2r

nếu r<50%

Ta đó, xét trường hợp r < 50% suy ra r ≤ 25%.
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Bài 1.8 (CĐ Sư phạm Nam Định). (a) Ta chứng minh un ≥ 2 (1) với mọi
n ∈ N∗ bằng quy nạp.
+ Với n = 1, u1 = 3 ≥ 2 (thỏa mãn)
+ Giả sử (1) đúng với n = k tức là uk ≥ 2.
Do đó 3uk − 2 ≥ 4. Vậy uk+1 =

√
3uk − 2 ≥ 2.

Vậy (1) đúng với n = k + 1. Theo nguyên lý quy nạp, (1) đúng với mọi
n ∈ N∗.
Ta chứng minh un+1 < un (2) với mọi n ∈ N∗ bằng quy nạp.
+ Với n = 1: u2 =

√
7 < 3 = u1 (thỏa mãn)

+ Giả sử (2) đúng với n = k tức là uk+1 < uk.
Do đó 3uk+1 − 2 < 3uk − 2⇒ uk+2 =

√
3uk+1 − 2 <

√
3uk − 2 = uk+1

Vậy (2) đúng với n = k + 1. Theo nguyên lý quy nạp, (2) đúng với mọi
n ∈ N∗.
Vậy dãy (un) giảm và bị chặn dưới bởi 2. Do đó tồn tại lim

n→+∞
un = x ≥ 2.

Vì un+1 =
√

3un − 2. Cho n→ +∞ 2 vế ta được:
x =
√

3x− 2⇔ x2 − 3x+ 2 = 0⇔ x = 1 hoặc x = 2.
Vì x ≥ 2 nên x = 2 và lim

n→+∞
un = 2.

(b) Ta có u2 =
√

3a− 2, do đó a ≥ 2

3
. Vậy un ≥ 0 với mọi n. Giả sử dãy {un}

có giới hạn hữu hạn là α. Dễ thấy α = 1 hoặc α = 2. Ta có:

u2
n − u2

n−1 = −(un−1 − 1)(un−1 − 2), (10)

u2
n − 1 = 3(un−1 − 1) (11)

và
u2
n − 4 = 3(un−1 − 2) (12)

Xét các trường hợp:

(a) Nếu a = 1 thì un = 1 suy ra limn→∞ un = 1.
(b) Nếu a = 2 thì un = 2 suy ra limn→∞ un = 2.
(c) Nếu 1 < a < 2 thì từ các đẳng thức (10), (11) và (12) ta suy

ra được un > un−1 và un ∈ (1, 2). Trong trường hợp này ta được
limn→∞ un = 2. Thỏa mãn.

(d) Nếu a > 2 thì từ các đẳng thức (10), (11) và (12) ta suy ra được
un < un−1 và un > 2. Trong trường hợp này ta được limn→∞ un = 2.
Thỏa mãn.

(e) Nếu
2

3
≤ a < 1 thì từ các đẳng thức (10), (11) và (12) ta suy ra được

un < un−1 và un < 1. Trong trường hợp này ta được limn→∞ un = 1.
Không thỏa mãn vì un là dãy giảm và bị chặn dưới bởi 0.
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Vậy a ≥ 1 thỏa mãn yêu cầu đầu bài.

Bài 1.9 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Từ hệ thức đã cho, ta có:

un+1 − un =
u2
n

2018
(n = 1, 2, ..)

Hay
un
un+1

= 2018

(
1

un
− 1

un+1

)
(n = 1, 2, ..), (1)

Suy ra
1 = u1 < u2 < u3 < · · · < uk < uk+1 · · ·

hay dãy {un} đã cho là dãy đơn điệu tăng.

Giả sử dãy {un} bị chặn trên. Khi đó dãy {un} tồn tại giới hạn hữu hạn.
lim

n→+∞
un = a (a > 1)

Từ un+1 =
u2
n

2018
+ un suy ra

lim
n→+∞

un+1 = lim
n→+∞

(
u2
n

2018
+ un

)

Hay a =
a2

2018
+ a. Suy ra a = 0 (Vô lí vì a > 1).

Vậy dãy {un} không bị chặn trên, và {un} là dãy tăng.

Suy ra lim
n→+∞

un = +∞⇒ lim
n→+∞

1

un
= 0

Do đó

lim
n→∞

(
u1

u2

+
u2

u3

+ · · ·+ un
un+1

)
= lim

n→∞
2018

(
1− 1

un+1

)
= 2018.

Bài 1.10 (ĐH Tây Bắc). a) Khi α = 0, dễ thấy

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ln

(
k + n

n

)
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

k

n

)

là giới hạn của tổng Riemann của hàm liên tục f(x) = ln(1 + x) trên đoạn
[0, 1] và ta được

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

k

n

)
=

∫ 1

0

ln(1 + x)dx = 2 ln 2− 1.
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b) Với α > 0, cùng với a), ta có đánh giá

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ln

(
k + n

n
+ αεn

)
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

k

n
+ αεn

)
≥ lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

k

n

)
→ 2 ln 2− 1

Mặt khác, do lim
n→∞

εn = 0 nên với mọi ε > 0 cho trước, tồn tại n0 sao cho

∀n ≥ n0 ta có αεn ≤ ε. Khi đó

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

k

n
+ αεn

)
≤ lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

k

n
+ ε

)
.

Tuy nhiên, vế phải của bất đẳng thức trên là giới hạn của tổng Riemann của
hàm liên tục ln(1 + x+ ε) trên [0, 1] nên ta có

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

k

n
+ ε

)
=

∫ 1

0

ln(1 + x+ ε)dx

=

∫ 1+ε

ε

ln(1 + x)dx

= 2 ln(2 + ε)− (1 + ε)

→ 2 ln 2− 1

khi ε→ 0. Từ đó do ε > 0 tùy ý nên ta được

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ln

(
k + n

n
+ αεn

)
= 2 ln 2− 1.

2 CHUỖI SỐ

Bài 2.1 (ĐH Giao thông vận tải). Xét hai chuỗi hội tụ

X =
1

13
+

1

33
+

1

53
+ ...

Y =
1

23
+

1

43
+

1

63
+ ...

Mặt khác

Y =
1

23
+

1

43
+

1

63
+ ...

=
1

23

(
1

13
+

1

23
+ ...

)
=

1

23
S =

1

8
(X + Y ).
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Ta có Y =
1

7
X và S = X + Y =

8

7
X và

4

3

(
1

13
− 1

23
+

1

33
− ...

)
=

4

3
(X − Y )

=
4

3

6

7
X = S.

Bài 2.2 (ĐH Hàng hải Việt Nam). Đặt

f(x) =
∞∑
n=1

[
x3n−2

3n− 2
− x3n−1

3n− 1

]
. (13)

Dễ thấy các chuỗi lũy thừa
∞∑
n=1

x3n−2

3n− 2
và

∞∑
n=1

x3n−1

3n− 1
có bán kính hội tụ bằng

1 nên hàm f xác định trong khoảng (−1, 1) . Theo tính chất của chuỗi lũy
thừa ta có

f
′
(x) =

∞∑
n=1

[
x3n−3 − x3n−2

]
=
∞∑
n=1

x3n−3−x
∞∑
n=1

x3n−3 =
1

1− x3
− x

1− x3
=

1

1 + x+ x2

với mọi x ∈ (−1, 1). Do đó

f(x) = f(x)− f(0) =

x∫
0

f
′
(t)dt =

x∫
0

dt

1 + t+ t2
,

với mọi x ∈ (−1, 1). Từ đó ta có

lim
x→1−

f(x) =

1∫
0

dt

1 + t+ t2

hay
lim
x→1−

f(x) =
π

3
√

3
. (14)

Ta chứng minh chuỗi ở vế phải của (13) hội tụ đều trên đoạn [0, 1]. Thật vậy,
với x ∈ [0, 1] ta có∣∣∣∣ x3n−2

3n− 2
− x3n−1

3n− 1

∣∣∣∣ =
x3n−2[3n− 1− (3n− 2)x]

(3n− 1)(3n− 2)
,

do đó áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho 3n−1 số không âm, trong đó 3n−2
số bằng x và 1 số bằng 3n− 1− (3n− 2)x ta được

∣∣∣∣ x3n−2

3n− 2
− x3n−1

3n− 1

∣∣∣∣ ≤
[

(3n− 2)x+ [3n− 1− (3n− 2)x]

3n− 1

]3n−1

(3n− 1)(3n− 2)
=

1

(3n− 1)(3n− 2)
.
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Mà chuỗi
∞∑
n=1

1

(3n− 1)(3n− 2)
hội tụ, nên theo tiêu chuẩn Weierstrass ta có

điều phải chứng minh. Từ đó suy ra hàm f liên tục trên đoạn [0, 1] như là
tổng của chuỗi hội tụ đều của các hàm liên tục. Ta suy ra

lim
x→1−

f(x) = f(1) =
∞∑
n=1

1

(3n− 1)(3n− 2)
. (15)

Từ (14) và (15) ta được
∞∑
n=1

1

(3n− 1)(3n− 2)
=

π

3
√

3
.

Bài 2.3 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Xét hàm số f(t) =
tα+1

α + 1
, t ∈ R.

Hàm này khả vi liên tục trên R.
Áp dụng định lý Lagrange cho f(t) trên mỗi đoạn [k − 1, k], k ∈ N ta được

kα+1

α + 1
− (k − 1)α+1

α + 1
= ηα, η ∈ (k − 1, k).

Chú ý rằng (k − 1)α < ηα < kα ta có

(k − 1)α <
kα+1

α + 1
− (k − 1)α+1

α + 1
< kα.

Cho k chạy từ 1 đến n và cộng lại ta được
n∑
k=1

(k − 1)α <
nα+1

α + 1
<

n∑
k=1

kα.

Từ đây dễ dàng suy ra
1

α + 1
<

1α + 2α + · · ·+ nα

nα+1
<

1

α + 1
+

1

n
.

Đến đây sử dụng định lý "kẹp" về giới hạn ta được

lim
n→∞

1α + 2α + · · ·+ nα

nα+1
=

1

α + 1
.

Bài 2.4 (ĐH Tây Bắc). a) Từ giả thiết ta suy ra un > 0,∀n ∈ N và với mọi
n ∈ N ta có

un+1 =
nu2

n

1 + (n+ 1)un
⇔ un+1

un
=

nun
1 + (n+ 1)un

⇔ un+1

un
[(1 + (n+ 1)un] = nun

⇔ un+1

un
+ (n+ 1)un+1 = nun

⇔ un+1

un
= nun − (n+ 1)un+1.
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Từ đây lấy tổng hai vế đẳng thức cuối cùng ta nhận được với mọi k ≥ 1

k∑
n=0

un+1

un
=
u1

u0

+
k∑

n=1

[nun − (n+ 1)un+1]

=
u1

u0

+ 1.u1 − (k + 1)uk+1

= 2019− (k + 1)uk+1.

Mặt khác do uk+1 > 0 nên với mọi k ≥ 1 ta có
k∑

n=0

un+1

un
≤ 2019. Điều này

chứng tỏ chuỗi số dương đã cho có tổng riêng bị chặn trên (bởi 2019) nên
chuỗi là hội tụ.

b) Theo a) vì chuỗi số dương
∞∑
n=0

un+1

un
hội tụ nên số hạng tổng quát

un+1

un
→ 0

khi n → ∞. Từ đó suy ra tồn tại n0 ∈ N sao cho với mọi n ≥ n0 ta đều có
un+1

un
<

1

2
. Không mất tính tổng quát có thể coi

un+1

un
<

1

2
,∀n ≥ 0. Từ đó với

mọi n ta có

un =
un
un−1

un−1

un−2

· · · u1

u0

u0 ≤
1

2

1

2
· · · 1

2
=

1

2n
.

Suy ra nun ≤
n

2n
. Tuy nhiên ta biết (dễ chứng minh được) rằng lim

n→∞

n

2n
= 0

nên nun → 0 khi n→∞. Từ đây và biểu diễn ở trên ta được
∞∑
n=0

un+1

un
= lim

k→∞

k∑
n=0

un+1

un
= lim

k→∞
[2019− (k + 1)uk+1] = 2019.

Vậy chuỗi có tổng bằng 2019.

3 HÀM SỐ

Bài 3.1 (ĐH Bách khoa Thành phố HCM). Từ giả thuyết suy ra dãy {f(n)}
tăng và f(n) > f(1) = a > 0,∀n ∈ N. Nếu lim

n→∞
f(n) = ` < +∞ thì từ ii) suy

ra ` = 2018`2 + `⇒ ` = 0 (mâu thuẫn). Vậy lim
n→∞

f(n) = +∞. Mặt khác,

f(k + 1) = 2018(f(k))2 + f(k)⇒ 2018(f(k))2 = f(k + 1)− f(k)

⇒ 2018(f(k))2

f(k)f(k + 1)
=
f(k + 1)− f(k)

f(k)f(k + 1)
⇒ f(k)

f(k + 1)
=

1

2018

(
1

f(k)
− 1

f(k + 1)

)
Từ đó suy ra

f(1)

f(2)
+
f(2)

f(3)
+. . .+

f(n)

f(n+ 1)
=

1

2018

[( 1

f(1)
− 1

f(2)

)
+

(
1

f(2)
− 1

f(3)

)
+. . .+
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+

(
1

f(n)
− 1

f(n+ 1)

)]
=

1

2018

(
1

a
− 1

f(n+ 1)

)
n→∞−→ 1

2018a

Bài 3.2 (ĐH Hàng hải Việt Nam). Ta có

27!a27 = P (27)(0). (16)

Rõ ràng

P (x) =

(
1− x10

1− x

)6

=
(
1− 6x10 + 15x20 − 20x30 + 15x40 − 6x50 + x60

)
(1−x)−6

nên theo công thức Leibniz

P (27)(x) =
27∑
k=0

Ck
27

(
1− 6x10 + 15x20 − 20x30 + 15x40 − 6x50 + x60

)(27−k) [
(1− x)−6

](k)
.

Hay

P (27)(x) =
27∑
k=0

Ck
27

(
1− 6x10 + 15x20 − 20x30 + 15x40 − 6x50 + x60

)(27−k) (k + 5)!

5!(1− x)(k+6)
.

(17)
Giá trị tại x = 0 của biểu thức

fk(x) =
(
1− 6x10 + 15x20 − 20x30 + 15x40 − 6x50 + x60

)(27−k)

bằng tích của (27 − k)! với hệ số của x27−k của 1 − 6x10 + 15x20 − 20x30 +
15x40 − 6x50 + x60 nên

— Với 27− k = 0⇔ k = 27 ta có f27(0) = 1.
— Với 27− k = 10⇔ k = 17 ta có f17(0) = 10!(−6).
— Với 27− k = 20⇔ k = 7 ta có f7(0) = 20!15.
— Với các trường hợp khác của k, 0 ≤ k ≤ 27 , ta có: fk(0) = 0.

Để ý rằng giá trị tại x = 0 của biểu thức

gk(x) =
(k + 5)!

5!
(1− x)−(k+6)

thỏa mãn
— Với k = 27 ta có g27(0) =

32!

5!
.

— Với k = 17 ta có g17(0) =
22!

5!
.

— Với k = 7 ta có g7(0) =
12!

5!
.
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Từ đó và (17) suy ra

P (27)(0) = C27
27

32!

5!
+ C17

27 .10!(−6)
22!

5!
+ C7

27.20!15.
12!

5!

⇒ P (27)(0) =
27!

27!

32!

5!
− 6

27!

17!

22!

5!
+ 15.

27!

7!

12!

5!
.

Từ đó và (16) suy ra

a27 =
32!

27!5!
− 6

22!

17!5!
+ 15.

12!

7!5!

⇒ a27 = C5
32 − 6C5

22 + 15C5
12.

Hay a27 = 55252.

Bài 3.3 (ĐH Ngoại thương Hà Nội). Ta có: f(x) = f(0) + xf ′(0) + x2o(x) =
xf ′(0) + x2o(x). Do đó:

n∑
k=1

f
(
k
n2

)
=

n∑
k=1

[
k
n2f

′(0) + k
n2 o
(
k
n2

)]
= f ′(0)

n2

n∑
k=1

k +
n∑
k=1

[
k
n2 o
(
k
n2

)]
= f ′(0)n(n+1)

n2.2
+

n∑
k=1

[
k
n2 o
(
k
n2

)]
= f ′(0)(n+1)

2n
+

n∑
k=1

[
k
n2 o
(
k
n2

)] (∗)

Hiển nhiên:
f ′(0)(n+ 1)

2n
có giới hạn

f ′(0)

2
Hơn nữa: Với mọi ε > 0 chọn n đủ

lớn thì
k

n2
≤ 1

n
đủ bé sao cho

∣∣∣∣o( kn2
)

∣∣∣∣ < ε∣∣∣∣∣
n∑
k=1

[
k

n2
o

(
k

n2

)]∣∣∣∣∣ <
n∑
k=1

[
k

n2
ε

]
=
n+ 1

2n
ε < ε

Do đó
n∑
k=1

[
k

n2
o
(
k
n2

)]
có giới hạn 0 khi ntiến vô cùng.

Vậy từ (*) ta có kết quả là

lim
n→+∞

n∑
k=1

f

(
k

n2

)
=
f ′(0)

2

Bài 3.4 (Học viện Phòng không Không quân). a) Một tập A ⊂ Rn được gọi
là tập compact nếu mọi dãy {xn} ⊂ A đều có một dãy con {xnk

} hội tụ đến
một giới hạn thuộc A.
Xét

A = {n− 1 : n ≥ 2}, B =

{
1

n
− n : n ≥ 2

}
.
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Khi đó, A và B là các tập đóng. Ta có

X − A = (−∞, 1) ∪
∞⋃
n=1

(n, n+ 1)

là tập mở do A đóng. Tương tự, ta cũng có

X −B =
∞⋃
n=2

(
1

n+ 1
− n− 1,

1

n
− n

)
∪
(
−3

2
,+∞

)
cũng là tập mở do B đóng. Nhưng

A+B =

{
(n− 1) +

1

n
− n : n ≥ 2

}
=

{
1

n
− 1

}
, n ≥ 2

=

{
−1

2
,−2

3
, . . . ,

1− n
n

, . . .

}

không phải tập đóng vì dãy zn =
1− n
n
⊂ A+B có giới hạn −1 /∈ A+B.

b) Nếu A là tập compact và f là hàm liên tục thì f(A) là tập compact. Ta sẽ
chứng minh khẳng định này.
Xét dãy {yn} là dãy các phần tử bất kỳ trong f(A). Với mỗi n ∈ N, tồn tại
xn ∈ A sao cho yn = f(xn). Vì A là tập compact nên dãy {xn} ⊂ A chứa
một dãy con {xnk

} sao cho xnk
→ a ∈ A. Do f liên tục tại a nên ta có

f(xnk
) → f(a) ∈ A. Đặt ynk

= f(xnk
). Như vậy, dãy {yn} ⊂ f(A) chứa một

dãy con {ynk
} hội tụ đến f(a) ∈ f(A) nên f(A) là tập compact.

Bài 3.5 (Học viện Phòng không Không quân). Từ giả thiết, ta có a <
1

ln
(
1 + 1

n

)−
n < b với mọi n.

Xét hàm số f(x) =
1

ln
(
1 + 1

x

) − x với x ≥ 1 thì dễ thấy f tăng. Suy ra dãy{
1

ln
(
1 + 1

n

) − n} tăng. Do đó, ta có

min |a− b| = −min

(
1

ln
(
1 + 1

n

) − n)+ sup

(
1

ln
(
1 + 1

n

) − n)

= 1− 1

ln 2
+ lim

n→∞

(
1

ln
(
1 + 1

n

) − n)
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Sử dụng quy tắc L’ Hospital thì

lim
n→∞

(
1

ln
(
1 + 1

n

) − n) = lim
t→0

(
1

ln(1 + t)
− 1

t

)
=

1

2
.

Do đó, min |a− b| = 1− 1

ln 2
+

1

2
=

3

2
− 1

ln 2

Bài 3.6 (ĐH Quảng Bình). Hàm g(x) = e−2018nxf(x) thỏa mãn định lí Rolle,
nên tồn tại xn ∈ (a; b) thỏa g′(xn) = 0. Ta có

g′(x) = −2018f(x) + f ′(x)e−2018nx.

Do đó 2018 = lim
n→∞

f ′(xn)
e2018nxnf(xn)

Bài 3.7 (ĐH Quốc tế). Cách 1 Xét hàm số g(x) = ex (f(x)− 2018) , x ∈ (0, 1].
Dễ thấy g′(x) = ex (f(x) + f ′(x)− 2018) < 0, x ∈ (0, 1).

Suy ra
f(0)− f(2018) > ex (f(x)− 2018) > e(f(a)− 2018).

Mặt khác

e(f(1)− 2018) ≥ e(f(0)− 2018)(do f(1) ≥ f(0)).

Suy ra (f(0)− 2018) ≥ e(f(0)− 2018).

Hay (e− 1) (f(0)− 2018) < 0

Vậy f(0) < 2018 và f(x)− 2018 < 0, ∀x ∈ (0, 1)

Cách 2 Giả sử f(x0) = max
x∈[0,1]

f(x).

*) Nếu x0 ∈ (0, 1) thì f ′(x0) = 0. Suy ra

f(x0) + f ′(x0) = f(x0) < 2018

Vậy
f(x) ≤ f(x0) < 2018; ∀x ∈ (0, 1)

*) Nếu f(x) < f(x0) = f(1) ∀x ∈ (0, 1) thì ta chứng minh rằng f(1) ≤ 2018.

Giả sử f(1) > 2018, suy ra f(x) > 2018, ∀x ∈ (δ, 1), 0 < δ < 1,.

Do giả thiết f ′(x) + f(x) < 2018, x ∈ (δ, 1), ta suy ra

f ′(x) < 2018− f(x) < 0, ∀x ∈ (δ, 1)

Điều này mâu thuẫn với f(1) là giá trị lớn nhất của hàm trên [0, 1].
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Bài 3.8 (ĐH Quốc tế). Xét hàm

f(x) =
x2018

2018
+
bx2017

2017
+
cx2016

2016
, x ∈ [0, 1]

Áp dụng Định lý Rolle.

Bài 3.9 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). 1) Từ giả thiết f là hàm số liên tục trên [a, b]
và ánh xạ [a, b] vào chính nó nên theo Định lý Bolzano-Cauchy tập S 6= ∅.
2) Không mất tính tổng quát giả sử f(xn) 6= xn, ∀n. Giả sử f(x1) > x1 và đặt
x∗ là điểm đầu tiên mà f(x∗) = x∗. Vì f(x1) > x1 và f(b) ≤ b nên luôn tồn tại
x∗ như vậy.
Tiếp theo ta chứng minh khẳng định: Nếu x1 < x2 < · · · < xn < x∗ và
f(xi) > xi,∀i = 1, . . . , n thì xn+1 < x∗ và f(xn+1) > xn+1. Theo định nghĩa
của x∗ ta chỉ cần chứng minh xn+1 < x∗.
Giả sử ngược lại xn+1 > x∗, thì xn < x∗ < xn+1 và

0 < x∗ − xn < xn+1 − xn =
f(xn)− xn

2
.

Từ đó và giả thiết ta có

|x∗ − xn| <
1

2
|f(xn)− xn| ≤

1

2
|f(xn)− x∗|+ 1

2
|x∗ − xn|

hay
|x∗ − xn| < |f(xn)− f(x∗)|.

Bất đẳng thức cuối mâu thuẫn với giả thiết. Vậy xn+1 < x∗. Do đó theo giả
thiết qui nạp ta chứng minh được dãy (xn) đơn điệu tăng và bị chặn do đó
tồn tại giới hạn lim

n→∞
xn = `. Chuyển qua giới hạn khi n→∞ trong công thức

truy hồi của dãy ta có f(`) = `.
Trường hợp f(x1) < x1, chứng minh tương tự.

Bài 3.10 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). a) Vì f(f(x)) = x nên f(x) = f(y) ⇒
f(f(x)) = f(f(y))⇒ x = y,∀x, y ∈ [a, b] do đó f là đơn ánh.
Thêm nữa, do f liên tục trên [a, b] nên hàm số f là hàm đơn điệu trên [a, b].
Vì a = f(a) < b = f(b) nên hàm số dã cho đơn điệu ngặt.
Không giảm tổng quát, ta giả sử hàm f đơn điệu tăng ngặt trên [a, b]. Khi đó,
nếu f(x) > x thì f(f(x) > f(x) hay x > f(x) (vô lý). Tương tự, nếu f(x) < x
thì f(f(x) < f(x) hay x < f(x) (vô lý). Như vậy ta có f(x) = x,∀x ∈ [a, b].
b) Theo giả thiết, ta có sup

[0,1]

f(x) = sup
[0,1]

g(x) nên tồn tại x1, x2 ∈ [0, 1] sao cho

f(x1) = sup
[0,1]

f(x), g(x2) = sup
[0,1]

g(x).



122

Xét hàm số h(x) = f 2(x) + 3f(x)− g2(x)− 3g(x). Vì hàm số f, g liên tục trên
[0, 1] nên hàm số h cũng liên tục trên đó.
Mặt khác, cũng do hàm số f(x) ≥ 0,∀x ∈ [0, 1] nên h(x1)h(x2) < 0. Theo
định lý giá trị trung gian của hàm số ta có điều phải chứng minh.

Bài 3.11 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Nếu tồn tại số c ∈ (0, 1) sao cho f(c) = 0
thì kết luận của bài toán hiển nhiên.
Ngược lại, do hàm f liên tục, không mất tính tổng quát ta giả sử f(x) >
0,∀x ∈ (0, 1). Áp dụng định lý giá trị trung bình, với mỗi t ∈ (1/2, 1) tồn tại
ct ∈ (1/2, t) sao cho

ln f(t)− ln f(1/2)

t− 1/2
=
f ′(ct)

f(ct)
.

Vì f(1) = 0 nên cho t → 1− trong đẳng thức trên ta có
f ′(ct)

f(ct)
→ −∞. Do đó

tồn tại ct sao cho
f ′(ct)

f(ct)
≤ − 1

2018
.

Do vậy f ′(ct) < 0 và ∣∣∣f ′(ct)
f(ct)

∣∣∣ = −f
′(ct)

f(ct)
≥ 1

2018
.

Bất đẳng thức cuối cho ta điều phải chứng minh.

Bài 3.12 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Với mỗi n ∈ N. Đặt f(x) =

ex −
(

1 + x+ x2

2!
+ · · ·+ xn

n!

)
, ta có

f ′(x) = ex −
(

1 + x+ x2

2!
+ ...+ xn−1

(n−1)!

)
...

f (n) = ex − 1 > 0

Do đó f (n−1)(x) là hàm số đồng biến, suy ra

f (n−1)(x) > f (n−1)(0) = 0, ∀x > 0

Do đó f (n−2)(x) là hàm số đồng biến, suy ra

f (n−2)(x) > f (n−2)(0) = 0, ∀x > 0

Tiếp tục đến đạo hàm cấp một ta được f ′(x) > 0 do đó f(x) là hàm đồng
biến, suy ra f(x) > f(0) = 0, ∀x > 0

Vậy, với x > 0 thì ex > 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
, ∀n ∈ N
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Bài 3.13 (ĐH Tây Bắc). a) Khẳng định là sai. Thật vậy, chẳng hạn ta xét
hàm số f : R → R cho bởi f(x) = x3 − x. Rõ ràng f là hàm liên tục và do
lim

x→−∞
f(x) = −∞ và lim

x→+∞
f(x) = +∞ nên theo định lý giá trị trung gian của

hàm liên tục ta được f(R) = R. Tuy nhiên hàm f đạt cực trị (địa phương) tại
0 nên f không đơn điệu trên R (điều này cũng có thể được suy ra từ giả thiết

về f ta có đánh giá f(0) > f(
1

2
) < f(1), tức là f không đơn điệu).

b) Khẳng định là đúng. Thật vậy, trước hết ta giả sử f là hàm tăng trên R.
Khi đó với mọi số thực a ∈ R tập hợp {f(x), x < a} bị chặn trên bởi f(a) do
tính đơn điệu tăng của f . Từ đó suy ra f(x) tăng tới f(a) khi x tăng tới a và
ta thu được lim

x→a−
f(x) tồn tại, đồng thời lim

x→a−
f(x) ≤ f(a). Hoàn toàn tương

tự, tồn tại lim
x→a+

f(x) và lim
x→a+

f(x) ≥ f(a). Vậy lim
x→a−

f(x) ≤ f(a) ≤ lim
x→a+

f(x).

Trường hợp nếu hai giới hạn trên tồn tại và bằng nhau thì f liên tục tại a
và ta suy ra khẳng định f liên tục trên R. Ngược lại nếu không, ta được
lim
x→a−

f(x) := b < c := lim
x→a+

f(x). Khi đó do tính đơn điệu tăng của f nên ta

có f(x) ≤ lim
x→a−

f(x) := b với mọi x < a và f(x) ≥ c với mọi x > a và do đó

f(R) ⊂ (−∞, b) ∪ {f(a)} ∪ (c,+∞) 6= R, mâu thuẫn với giả thiết f(R) = R.
Chứng tỏ f liên tục trên R.
Trường hợp f đơn điệu giảm ta có thể đưa về trường hợp trên bằng cách đặt
g(x) = −f(x) và được chứng minh tương tự.
c) Khẳng định là sai. Thật vậy, chẳng hạn ta xét f(x) = arctanx khi đó dễ
thấy f đơn điệu và liên tục trên R. Tuy nhiên f(R) = (−π/2;π/2) 6= R.

Bài 3.14 (ĐH Thủy Lợi). Trước hết ta chứng minh rằng: Miền hội tụ của

chuỗi hàm
∑∞

n=0

x2n+1

(2n+ 1)!!
là R.

+ Đặt un(x) =
x2n+1

(2n+ 1)!!
. Với x0 ∈ R, xét

∣∣∣un+1(x0)

un(x0)

∣∣∣ =
x2

0

2n+ 3
.

+ Ta thấy: limn→∞

∣∣∣un+1(x0)

un(x0)

∣∣∣ = 0 < 1 với mỗi x0 ∈ R, do đó miền hội tụ của

chuỗi hàm đã cho là R, hay là miền xác định của f(x) là R.
+ Khi đó, với mọi x ∈ R ta có

f(x) = x+
∞∑
n=1

x2n+1

(2n+ 1)!!
,

và
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f ′(x) = 1 +
∞∑
n=1

x2n

(2n− 1)!!
= 1 + x

∞∑
n=1

x2n−1

(2n− 1)!!
.

+ Bằng cách dịch chuyển chỉ số lấy tổng ta nhận được

f ′(x) = 1 + x

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!!
= 1 + xf(x), x ∈ R,

và nhận được điều cần chứng minh.

4 PHÉP TÍNH VI PHÂN

Bài 4.1 (Học viện An ninh Nhân dân). Xét hàm

g(x) = (x− a)(x− b) sin(f(x)), x ∈ [a, b].

Ta thấy g(a) = g(b) = 0. Theo định lý Rolle tồn tại điểm c ∈ (a, b) sao cho
g′(c) = 0.
Thế mà

g′(x) = (x− a) sin(f(x)) + (x− b) sin(f(x))

+ (x− a)(x− b)f ′(x) cos(f(x))

= (2x− a− b) sin(f(x)) + (x− a)(x− b)f ′(x) cos(f(x)),

nên g′(c) = 0 nghĩa là (2c− a− b) sin(f(c)) + (c− a)(c− b)f ′(c) cos(f(c)) = 0.

Suy ra f ′(c). cot(f(c)) =
(a+ b− 2c)

(a− c)(b− c)
.

Việc còn lại là ta phải chứng minh

2

a− c
< f ′(c). cot(f(c)) =

a+ b− 2c

(a− c)(b− c)
=

1

a− c
+

1

b− c
<

2

b− c
.

Thật vậy, chú ý rằng a − c < 0 và b − c > 0, nên
1

a− c
<

1

b− c
và do đó bất

đẳng thức trên là đúng!

Bài 4.2 (Học viện An ninh Nhân dân). Do f không phải là hàm tuyến tinh
(đường thẳng) trên [a, b], nên tồn tại c ∈ (a, b) sao cho

f(c)− f(a)

c− a
6= f(b)− f(c)

b− c
(∗)
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Theo định lý Lagrange tồn tại p ∈ (a, c) và q ∈ (b, c) sao cho

f ′(p) =
f(c)− f(a)

c− a
và f ′(q) =

f(b)− f(c)

b− c
.

Chú ý đến (∗) ta có f ′(p) 6= f ′(q). Không giảm tính tổng quát ta coi f ′(p) <
f ′(q).

Đặt λ =
c− a
b− a

, 0 < λ < 1. Từ đó ta có

f(b)− f(a)

b− a
= λ

f(c)− f(a)

c− a
+ (1− λ)

f(b)− f(c)

b− c
= λf ′(p) + (1− λ)f ′(q)

< λf ′(q) + (1− λ)f ′(q) = f ′(q)

và
f(b)− f(a)

b− a
= λf ′(p) + (1− λ)f ′(q)

> λf ′(p) + (1− λ)f ′(p) = f ′(p).

Điều này hoàn thành chứng minh.

Nhận xét. Ta còn có thể chứng tỏ tồn tại r ∈ (a, b) sao cho∣∣∣f(b)− f(a)

b− a

∣∣∣ < f ′(r).

Bài 4.3 (ĐH Bách khoa Thành phố HCM). Vẽ đồ thị vận tốc v(t) theo thời
gian t.

Ta có v(T ) = v. Diện tích miền phẳng dưới đường cong và giữa hai đường
thẳng t = 0, t = T chính là quãng đường đi được d. Từ chỗ gia tốc giảm
(a′(t) < 0⇒ v′′(t) < 0), đường cong là lõm. Do đó

d > S4OAB =
1

2
vT ⇒ T 6

2d

v

Dấu bằng đạt được khi chuyển động với gia tốc hằng số.
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Bài 4.4 (ĐH Bách khoa Thành phố HCM). Giả sử ngược lại, ∃x0 ∈ [a, b] sao
cho f(x0) 6= 0. Có thể coi f(x0) > 0. Đặt E = {x ∈ [a, x0] : f(x) = 0}. Rõ
ràng E khác rỗng vì f(a) = 0 và bị chặn. Đặt x1 = supE. Do f(x) liên tục và
f(x1) = 0 đồng thời x1 < x0; f(x) > 0,∀x ∈ (x1, x0].
Với α = 1, xét hàm g(x) = ln f(x), x ∈ (x1, x0]. Theo công thức số gia giới
nội, ta có

|g(x)− g(x0)| = |g′(c)|.|x− x0| 6 A|x− x0| 6 A|x1 − x0|,

trong khi đó lim
x→x+1

|g(x)− g(x1)| = +∞, mâu thuẫn.

Với α > 1, xét hàm g(x) =
1

1− α
(f(x))1−α, ta cũng thu được điều tương tự.

Vậy điều giả sử ngược lại là không đúng.

Bài 4.5 (ĐH Bách khoa Thành phố HCM). i) Từ hình vẽ ta thấy

sin θ =
b

BC
⇒ BC =

b

sin θ

và
cos θ =

BD

BC
⇒ BC =

a− AB
cos θ

Từ đó ta có

b

sin θ
=
a− AB

cos θ
⇒ b cot θ = a− AB ⇒ AB = a− b cot θ.

Theo định luật Poiseuille, tổng kháng lực là

R(θ) = C
AB

r4
1

+ C
BC

r4
2

= C

(
a− b cot θ

r4
1

+
b

sin θr4
2

)
ii) Lấy đạo hàm của hàm số R(θ) ta được

R′(θ) = C

(
b

sin2 θ.r4
1

− b cos θ

sin2 θ.r4
2

)
Do đó

R′(θ) = 0⇔ 1

sin2 θ.r4
1

=
cos θ

sin2 θ.r4
2

⇔ cos θ =
r4

2

r4
1

Ngoài ra,

R′(θ) > 0⇔ cos θ <
r4

2

r4
1

và

R′(θ) < 0⇔ cos θ >
r4

2

r4
1
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Hàm cos θ là hàm giảm với 0 < θ < π, do đó kháng lực R đạt giá trị nhỏ

nhất khi cos θ =
r4

2

r4
1

iii) Khi r2 =
2

3
r1 ta có cos θ =

24

34
⇒ θ ≈ 79o

Bài 4.6 (ĐH Giao thông vận tải). Lấy ε > 0 và đặt ε∗ = ε(1 − κ) > 0. Theo
giả thiết, ta suy ra tồn tại δ > 0 sao cho x ∈ (−a, a) và |x| < δ sao cho

l − ε∗ < f(x)− f(κx)

x
< l + ε∗.

Vì κ ∈ (0, 1) nên |κnx| ≤ |x| < δ với mọi x ∈ (−a, a) ∩ (−δ, δ) và n ≥ 1. Cố
định x ∈ (−a, a) ∩ (−δ, δ). Với mọi n ≥ 0 ta có

l − ε∗ < f(κnx)− f(κn+1x)

κnx
< l + ε∗,

hay

(l − ε∗)κn < f(κnx)− f(κn+1x)

x
< (l + ε∗)κn.

Vì vậy
N∑
n=0

(l − ε∗)κn <
N∑
n=0

f(κnx)− f(κn+1x)

x
<

N∑
n=0

(l + ε∗)κn,

với mọi N ≥ 1. Từ đó

(l − ε∗)1− κN+1

1− κ
<
f(x)− f(κN+1x)

x
< (l + ε∗)

1− κN+1

1− κ
,

với mọi N ≥ 1. Cho N →∞ ta được

(l − ε∗) 1

1− κ
≤ f(x)− f(0)

x
≤ (l + ε∗)

1

1− κ
,

tức là
l

1− κ
− ε ≤ f(x)− f(0)

x
≤ l

1− κ
+ ε,

với mọi x ∈ (−a, a) ∩ (−δ, δ). Cuối cùng

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
=

l

1− κ
.
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Bài 4.7 (ĐH Hàng hải Việt Nam). Theo định lý Lagrange tồn tại các số
c1, c2, c3 sao cho:

f(2017)− f(2016) = f
′
(c1);

f(2019)− f(2018) = f
′
(c2); (18)

f(2021)− f(2020) = f
′
(c3).

Bởi vì:

min
{
f
′
(c1), f

′
(c2), f

′
(c3)
}
≤ f

′
(c1) + f

′
(c2) + f

′
(c3)

3
≤ max

{
f
′
(c1), f

′
(c2), f

′
(c3)
}

nên theo tính chất Darboux của đạo hàm, tồn tại số thực c sao cho:

f
′
(c1) + f

′
(c2) + f

′
(c3)

3
= f

′
(c)⇔ f

′
(c1) + f

′
(c2) + f

′
(c3) = 3f

′
(c).

Vậy từ các đẳng thức (18) ta suy ra:

f(2017) + f(2019) + f(2021)− f(2016)− f(2018)− f(2020) = 3f
′
(c).

Bài 4.8 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). +) Nếu f(x) là hàm hằng thì đẳng thức luôn
xảy ra.

+) Xét f(x) không là hàm hằng số. Xét hàm F (x) = f ′(x)ef(x)−f2018(x)+f2018(0)−f(0)

xác định với x ∈ R. Hàm số F (x) khả vi trên R và

F ′(x) =
(
f ′′(x) + (f ′(x))2 − 2018.f 2017(x).(f ′(x))2

)
.ef(x)−f2018(x)+f2018(0)−f(0),

với mọi x ∈ R. Mặt khác, ta có F (0) = F (1) nên theo định lý Rolle, tồn tại
c ∈ (0, 1) sao cho F ′(c) = 0. Ta có điều phải chứng minh.

Bài 4.9 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Ta coi tàu du lịch tượng trưng bởi điểm
A. Với mỗi cặp v1, v2, ta gọi C là vị trí người đàn ông có thể chạm bờ.
Đặt x = BC. Khi đó quãng đường mà người đàn ông chèo thuyền tới C
là
√

16 + x2, và θ là góc giữa tia AB và tia AC. Ta có tan θ =
x

4
, và khi

đó θ ∈ [0, arctan(
3

4
)]. Ta cũng có tổng thời gian để anh ta về khác sạn là

f(x) =

√
16 + x2

v1

+
3− x
v2

, với x ∈ [0, 3]. Khảo sát hàm f(x), có f ′(x) =

x

v1

√
16 + x2

− 1

v2

=
(a2 − 1)x2 − 16

v2

√
16 + x2(ax+

√
16 + x2)

với a =
v2

v1

> 0.

Nếu 0 < a ≤ 1 thì f ′(x) < 0,∀x ∈ [0, 3] và min
[0,3]

f(x) = f(3).
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Nếu a > 1 thì f(x) đạt giá trị nhỏ nhất trên [0,+∞) tại x =
4√

a2 − 1
.

Khi 1 < a ≤ 5

3
, ta có min

[0,3]
f(x) = f(3). Khi a >

5

3
, ta có min

[0,3]
f(x) =

f(
4√

a2 − 1
).

a) Ta có a = 2 >
5

3
. Do đó f(x) đạt giá trị nhỏ nhất trên [0, 3] tại x =

4√
3
.

b) Ta có v1 tối thiểu khi và chỉ khi a lớn nhất. Khi a ≤ 5

3
, hàm f(x) đạt giá trị

nhỏ nhất trên [0, 3] tại x = 3. Mà a =
5

v1

nên v1 ≥ 3. Vậy với v2 = 5, v1 ≥ 3,

thời gian người đàn ông chèo trực tiếp về khác sạn là ít nhất so với thời gian
hoàn thành các hành trình có cùng vận tốc đã cho. Vậy giá trị tối thiểu của
v1 là 3 km/h.

c) Ta xác định θ thông qua a. Khi 1 < a ≤ 5

3
, hành trình mà người đàn ông

chèo trực tiếp về khác sạn có thời gian hoàn thành ít nhất so với các hành

trình có cùng vận tốc. Tính được θ = arctan(
3

4
).

Khi a = 2, hàm f(x) đạt giá trị nhỏ nhất trên [0, 3] tại x =
4√
3
. Khi đó, người

đàn ông chạm bờ tại điểm C1 với BC1 =
4√
3
. Với hành trình này, ta tính được

θ =
π

6
.

Khi
5

3
≤ a ≤ 2, hàm f(x) đạt giá trị nhỏ nhất trên [0, 3] tại x =

4√
a2 − 1

. Khi

đó, ta có θ = arctan(
4√

a2 − 1
). Mặt khác, ta lại có a ∈ [

5

3
, 2] ⇔ 4√

a2 − 1
∈

[
4√
3
, 3]. Do đó, θ ∈

[
π

6
, arctan(

3

4
)

]
. Vậy khoảng giá trị của θ là

[
π

6
, arctan(

3

4
)

]
.

Bài 4.10 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). Từ giả thiết ta thu được

lim
x→+∞

([
(x2 + 1)(f(x)− a

2
)
]′)′

= 0.

Bởi Định lý Lagrange, ta nhận được

lim
x→+∞

[
(x2 + 1)(f(x)− a

2
)
]′

x
= 0.
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Đặt g(x) = (x2 + 1)(f(x) − a

2
) khả vi đến cấp 2 trên (0,+∞). Với ε > 0 bất

kỳ, tồn tại N > 0 sao cho −ε.x < g′(x) < ε.x với mọi x ≥ N. Suy ra, với

mọi x > N , ta nhận được −ε.x
2 + 1

2
+ ε.

N2 + 1

2
+ g(N) < g(x) < ε.

x2 + 1

2
−

ε.
N2 + 1

2
+ g(N). Biến đổi bất đẳng thức, ta được −ε.1

2
+
ε.N

2+1
2

+ g(N)

x2 + 1
<

f(x) − a

2
< ε.

1

2
+
−ε.N

2 + 1

2
+ g(N)

x2 + 1
với mọi x > N. Do đó, tồn tại M > N

sao cho −ε < f(x)− a

2
< ε với mọi x ≥M. Vậy lim

x→+∞
f(x) =

a

2
.

Ta lại có lim
x→+∞

g′(x)

x
= lim

x→+∞

(
2(f(x)− a

2
) + (x+

1

x
)f ′(x)

)
= 0. Suy ra

lim
x→+∞

(x+
1

x
)f ′(x) = 0.

Bài 4.11 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). Xét hàm g(x) = (x −
a)(x− b) exp{sin(f(x))}, exp{t} = et.
Ta thấy g(a) = g(b) = 0. Theo định lý Rolle tồn tại điểm c ∈ (a, b) sao cho
g′(c) = 0.
Thế mà

g′(x) = (x− a) exp{sin(f(x))}+ (x− b) exp{sin(f(x))}
+ (x− a)(x− b)f ′(x) cos(f(x)) exp{sin(f(x))}

= [(2x− a− b) + (x− a)(x− b)f ′(x) cos(f(x))] exp{sin(f(x))},
nên g′(c) = 0 nghĩa là [(2c−a−b)+(c−a)(c−b)f ′(c) cos(f(c))] exp{sin(f(c))} =
0.
Suy ra (2c− a− b) + (c− a)(c− b)f ′(c) cos(f(c)) = 0,

hay là f ′(c) cos(f(c)) =
a+ b− 2c

(a− c)(b− c)
·

Việc còn lại là ta phải chứng minh
2

a− c
< f ′(c) cos(f(c)) =

a+ b− 2c

(a− c)(b− c)
=

1

a− c
+

1

b− c
<

2

b− c
.

Thật vậy, chú ý rằng a − c < 0 và b − c > 0, nên
1

a− c
<

1

b− c
và do đó bất

đẳng thức trên là đúng!

Bài 4.12 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). Xét các hàm

g(x) = f(x+
1

2
)− f(

1

2
), g(0) = 0,

G(t) =

∫ t

−t
g(x)dx− 8

∫ t
2

− t
2

g(x)dx.
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Dễ thấy G(0) = 0 và điều kiện ở đề bài trở thành G(1
2
) = 0.

Theo định lý Rolle tồn tại t0 ∈ (0, 1
2
) sao cho G′(t0) = 0. Thế mà

G′(t) = g(t) + g(−t)− 4g(
t

2
)− 4g(− t

2
) ⇒ G′(0) = 0.

Theo định lý Rolle tồn tại t1 ∈ (0, t0) sao cho G′′(t1) = 0. Thế mà

G′′(t) = g′(t)− g′(−t)− 2g′(
t

2
) + 2g′(− t

2
) ⇒ G′′(0) = 0.

Theo định lý Rolle tồn tại t2 ∈ (0, t1) sao cho G′′′(t2) = 0. Thế mà

G′′′(t) = [g′′(t)− g′′( t
2

)]− [g′′(− t
2

)− g′′(−t)].

Theo định lý Lagrange thì tồn tại θ1 ∈ (−t2,− t2
2

) và θ2 ∈ ( t2
2
, t2) để

g′′(−t2
2

)− g′′(−t2) =
t2
2
g′′′(θ1) và g′′(t2)− g′′(t2

2
) =

t2
2
g′′′(θ2).

Do đó

0 = G′′′(t2) =
t2
2

[g′′′(θ2)− g′′′(θ1)] ⇒ g′′′(θ1) = g′′′(θ2).

Đến đây theo định lý Rolle tồn tại c ∈ (θ1, θ2) ⊂ (0, 1) sao cho g(4)(c) = 0, tức
là f (4)(c) = 0.

Bài 4.13 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). Đặt

h(t) =

∫ t

a

f(x)dx.

∫ t

b

g(x)dx

là hàm khả vi.
Ta có h(a) = h(b) = 0, nên theo định lý Rolle tồn tại ξ ∈ (a, b) sao cho
h′(ξ) = 0.
Ta thấy

h′(t) = f(t)

∫ t

b

g(x)dx+ g(t)

∫ t

a

f(x)dx

và do điều kiện
∫ b

a

f(x)dx = 0 ta có h′(b) = 0 = h′(ξ), nên theo định lý Rolle
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tồn tại c ∈ (ξ, b) ⊂ (a, b) sao cho h′′(c) = 0, tức là

h′′(t) = f ′(t)

∫ t

b

g(x)dx+ f(t)g(t) + g′(t)

∫ t

a

f(x)dx+ g(t)f(t)

= 2f(t)g(t)− f ′(t)
∫ b

t

g(x)dx+ g′(t)

∫ t

a

f(x)dx,

0 = h′′(c) = 2f(c)g(c)− f ′(c)
∫ b

c

g(x)dx+ g′(c)

∫ c

a

f(x)dx

= 2f(c)g(c)− f ′(c)
∫ b

c

g(x)dx+ g′(c)
[ ∫ b

a

f(x)dx−
∫ b

c

f(x)dx
]

= 2f(c)g(c)− f ′(c)
∫ b

c

g(x)dx− g′(c)
∫ b

c

f(x)dx.

Điều này dẫn đến f ′(c)

∫ b

c

f(x)dx+ g′(c)

∫ b

c

g(x)dx = 2f(c)g(c).

Bài 4.14 (ĐH Ngoại thương Hà Nội). BĐT tương đương với b ≥ 1

ln

(
1 +

1

n

)−
n và a ≤ 1

ln

(
1 +

1

n

) − n với ∀n ∈ N

Xét hàm f (x) =
1

ln (1 + x)
− 1

x
với x ∈ (0; 1]

Ta có: f ′ (x) =

(
ln (1 + x)− x√

1 + x

) √
1 + x ln (1 + x) + x

x2
√

1 + x ln2 (1 + x)
với x ∈ (0; 1]

Lại có
d

dx

(
ln (1 + x)− x√

1 + x

)
=

2
√

1 + x− (x+ 2)

2
√

(1 + x)3
< 0 với mọi x ∈ (0; 1]

Mà lim
x→0+

(
ln (1 + x)− x√

1 + x

)
= 0 nên f ′ (x) < 0 trên x ∈ (0; 1] hay f giảm

ngặt trên x ∈ (0; 1].

Suy ra: a = f (1) =
1

ln 2
− 1 và b = lim

x→0+
f (x) =

1

2

Bài 4.15 (Học viện Phòng không Không quân). Ta xét ánh xạ g : [0, 1] → R
được xác định như sau

g(x) = f(x) +
x(1− x)

2
.
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Ta có

g′(x) = f ′(x) +
1− 2x

2
⇒g′′(x) = f ′′(x)− 1 ≤ 0

Điều này có nghĩa là g(x) là hàm lõm nên g
(

1

2

)
≥ 1

2
(g(0) + g(1)). Tức là

f

(
1

2

)
+

1

8
≥ 1

2
(f(0) + f(1))

⇔ f(0)− 2f

(
1

2

)
+ f(1) ≤ 1

4
.

Bài 4.16 (ĐH Quảng Bình). Đặt hàm f(x) = g(x) − x2018. Khi đó hàm f(x)
là hàm số khả vi trên [0; 1] và thỏa mãn f ′(0)f ′(1) < 0. Ta chứng minh tồn tại
c ∈ (0; 1) sao cho f ′(c) = 0.
Giải. Không mất tính tổng quát, giả sử f ′(0) > 0; f ′(1) < 0. Vì f khả vi trên
[0; 1] nên f liên tục trên [0; 1]. Do đó tồn tại c ∈ [0; 1] để f(c) = max

x∈[0;1]
f(x). Ta

chứng minh c ∈ (0; 1). Khai triển tay lor f(x) tại x = 0, ta được;

f(x) = f(0) + f ′(0) + ◦(x).

Do f ′(0) > 0 nên f(x) > f(0) với x đủ gần 0. Từ đó x = 0 không thể là điểm
cực đại.
Tương tự khai trên taylor tại x = 1 ta được:

f(x) = f(1) + (−f ′(1))(1− x) + ◦(1− x) > f(1).

với x đủ gần 1. Như vậy x = 1 cũng không thể là điểm cực đại.
Mà f ′(x) = g′(x)− 2018x2017. Nên f ′(c) = 0 suy ra g′(c) = 2018c2017.

Bài 4.17 (ĐH Quốc tế). Dùng khai triển Taylor tại 0 đối với hàm f ta có

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ”(0)x2

2
x > 0

Suy ra f(x) ≤ f(0) + f ′(0)x, x > 0.

Vậy f(x1) < 0, với x1 đủ lớn.

Để ý rằng hàm f ′ giảm ngặt, nên phương trình f(x) = 0, x ∈ [0,+∞) có duy
nhất nghiệm.
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Bài 4.18 (ĐH Quốc tế). Giả sử rằng f ”(x) 6= 0, ∀x ∈ R. Suy ra f ”(x) >
0, ∀x ∈ R hoặc f ”(x) < 0, ∀x ∈ R.

1) Nếu f ”(x) > 0, x ∈ R thì f ′(x) tăng trên R

a) Giả sử f ′(0) > 0, khi đó f(x) = f(0) + f ′(c)x, 0 < c < x. Và như thế f(x)
không bị chặn vì

f(x) > f(0) + f ′(0)x, x > 0

b) Nếu f ′(0) < 0, ta có

f(x) > f(0) + f ′(ξ)x, x < ξ < 0

Suy ra f(x) > f(0) + f ′(0)x, x < 0

2) Trường hợp f ”(x) < 0, ∀x ∈ R được chứng minh tương tự

Bài 4.19 (ĐH Quốc tế). Đặt u(x) = 1 + 2

x∫
0

f(t)dt, x ∈ [0, 1]. Do f không âm

nên u(x) ≥ 1, ∀x ∈ [0, 1].

Ta có u′(x) = 2f(x), x ∈ [0, 1]

Và như thế điều kiện

(f(x))2 ≤ 1 + 2

x∫
0

f(t)dt, x ∈ [0, 1]

trở thành
u′(x)

4
≤ u(x) x ∈ [0, 1]

Suy ra
u′(x)

2
√
u(x)

≤ 1, ∀x ∈ [0, 1]

(Để ý rằng u(x) > 0,∀x ∈ [0, 1] , u′(x) = 2f(x), x ∈ [0, 1].

Tích phân hai vế ta có

t∫
0

u′(x)

2
√
u(x)

≤ t, ∀t ∈ [0, 1]

Hay
√
u(t)− 1 ≤ t, t ∈ [0, 1].

Vậy
√
u(t) ≤ t+ 1, t ∈ [0, 1].

Như thế f(x) =
√
f(x)2 ≤

√
u(x) ≤ x+ 1, ∀x ∈ [0, 1]
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Bài 4.20 (Trường Sĩ quan Không quân). Đặt g(x) := f(x)−f(a)− f(b)−f(a)
b−a (x−

a)− (x−a)(x−b)
2

k.
Lấy x0 ∈ (a; b), xác định k từ điều kiện:

g(x0) = f(x0)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x0 − a)− (x0 − a)(x0 − b)

2
k = 0.

Khi đó g(x0) = g(a) = g(b) = 0. Theo giả thiết và định nghĩa hàm g(x) suy
ra g liên tục, khả vi trên [a;x0]. Áp dụng định lý Rolle với x ∈ [a;x0], tồn tại
c1 ∈ [a;x0] sao cho g′(c1) = 0.
Tương tự, tồn tại c2 ∈ [x0; b] sao cho g′(c2) = 0. Mặt khác, từ định nghĩa, suy
ra:

g′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a
− k(x− a+ b

2
).

Theo giả thiết, f có đạo hàm cấp hai trên (a; b) nên g cũng có đạo hàm cấp
hai trên (a; b). Và vì g′(c1) = g′(c2) = 0 nên cũng theo định lý Rolle, tồn tại
c ∈ (c1; c2) sao cho g′′(c) = f ′′(c)− k = 0. Do đó:

f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a) =

(x− a)(x− b)
2

f ′′(c), c ∈ (a; b).

Bài 4.21 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Xét hàm g(x) = (x − a)(x −
b) exp{f(x)}, exp{t} = et.
Ta thấy g(a) = g(b) = 0. Theo định lý Rolle tồn tại điểm c ∈ (a, b) sao cho
g′(c) = 0.
Thế mà

g′(x) = (x− a) exp{f(x)}+ (x− b) exp{f(x)}
+ (x− a)(x− b)f ′(x) exp{f(x)}

= [(2x− a− b) + (x− a)(x− b)f ′(x)] exp{f(x)},

nên g′(c) = 0 nghĩa là [(2c− a− b) + (c− a)(c− b)f ′(c)] exp{f(c)} = 0.

Suy ra (2c− a− b) + (c− a)(c− b)f ′(c) = 0, hay là f ′(c) =
a+ b− 2c

(a− c)(b− c)
·

Việc còn lại là ta phải chứng minh

2

a− c
< f ′(c) =

a+ b− 2c

(a− c)(b− c)
=

1

a− c
+

1

b− c
<

2

b− c
.

Thật vậy, chú ý rằng a − c < 0 và b − c > 0, nên
1

a− c
<

1

b− c
và do đó bất

đẳng thức trên là đúng!
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Bài 4.22 (CĐ Sư phạm Nam Định). + Ta chứng minh f(x) liên tục tại x = 0.
lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x2
∣∣cos

(
π
x

)∣∣
Ta có 0 ≤ x2

∣∣cos
(
π
x

)∣∣ ≤ x2.
lim
x→0

0 = lim
x→0

x2 = 0.

Theo định lý giới hạn kẹp ta có lim
x→0

f(x) = 0 = f(0).

Vậy f(x) liên tục tại x = 0.
+ Ta chứng minh f(x) khả vi tại x = 0.

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

(
x.
∣∣cos

(
π
x

)∣∣)
Ta có 0 ≤

∣∣x. ∣∣cos
(
π
x

)∣∣∣∣ ≤ |x|
và lim

x→0
0 = lim

x→0
|x| = 0.

Theo định lý giới hạn kẹp ta có lim
x→0

∣∣x. ∣∣cos
(
π
x

)∣∣∣∣ = 0. Vậy f(x) khả vi tại

x = 0 và f ′(0) = 0. + Trên khoảng (0; +∞): f(x) = x2
∣∣cos

(
π
x

)∣∣ liên tục trên
(0; +∞). Do đó f(x) liên tục tại x = 2

2017
.

+ Ta chứng minh f(x) không khả vi tại x = 2
2017

. Xét các đạo hàm phải và
trái tại 2

2017
. Ta có

f ′
(

2
2017

+
)

= lim
x→ 2

2017

+

f(x)− f
(

2
2017

)
x− 2

2017

= lim
x→ 2

2017

+

x2
∣∣cos

(
π
x

)∣∣
x− 2

2017

=
4

20172
lim

x→ 2
2017

+

∣∣sin (2017π
2
− π

x

)∣∣
2x

2017π
.
(

2017π
2
− π

x

)
= π lim

x→ 2
2017

+

sin
(

2017π
2
− π

x

)
2017π

2
− π

x

= π.

Tương tự f ′
(

2
2017

−
)

= −π.

Vậy không tồn tại f ′
(

2
2017

)
.

Bài 4.23 (CĐ Sư phạm Nam Định). Gọi R, h là bán kính đáy và chiều cao
của hình trụ tròn (lon sữa).

+ V = πR2h = 500 vậy h =
500

πR2

+ Sxq = 2πRh.
+ Stp = 2πRh+ 2πR2.
+ Cost = 2πRh× 1 + (2πRh+ 2πR2)× 5

= 10πR2 + 12πRh = 10πR2 + 12πR.
500

πR2

= 10πR2 +
6000

R
= 10πR2 +

3000

R
+

3000

R

≥ 3
3

√
10πR2.

3000

R
.
3000

R
= 300 3

√
90π ≈ 1969 (đồng)

Vậy Costmin = 1969 (đồng).
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Bài 4.24 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Áp dụng quy tắc L’hospital, ta

có:

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

ex
2
f(x)

ex
2 = lim

x→+∞

(
ex

2
f(x)

)′
(ex2)

′ = lim
x→+∞

ex
2
(f ′(x)+2xf(x))

2xex
2

= lim
x→+∞

(
ex

2
(f ′(x)+2xf(x))

)′
(2xex2)

′ = lim
x→+∞

ex
2
(f ′′(x)+4xf ′(x)+2(2x2+1)f(x))

ex2 (4x2+2)

= lim
x→+∞

f ′′(x)+4xf ′(x)+2(2x2+1)f(x)

4x2+2
= 0.

Bài 4.25 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Đặt F (x) = (x− 2018)e−xf(x),
ta có

F ′(x) = (x− 2018)e−xf ′(x) + (−x+ 2019)e−xf(x)
= ex ((x− 2018)f ′(x)− (x− 2019)f(x))

Do F (2018) = F (2019) = 0, nên theo định lý Rolle, tồn tại số c ∈ (2018, 2019)
sao cho F ′(c) = 0, hay

(c− 2018)f ′(c)− (c− 2019)f(c) = 0

Suy ra, phương trình (x − 2018)f ′(x) = (x − 2019)f(x) có nghiệm c ∈
(2018, 2019)

Bài 4.26 (ĐH Thủy Lợi). + Xét hàm số g(x) = f(x). sinx, khi đó dễ thấy g(x)
là hàm liên tục trong [0; π], khả vi trong (0; π) và:

g(0) = g
(π

2

)
= g(π).

+ Áp dụng Định lý Rolle cho hàm g(x) lần lượt trong
(

0;
π

2

)
và
(π

2
; π
)

:

tồn tại c1 ∈
(

0;
π

2

)
: g′(c1) = 0

tồn tại c2 ∈
(π

2
; π
)

: g′(c2) = 0.

+ Xét hàm h(x) = g′(x) = f ′(x) sinx + f(x) cosx, đây là hàm liên tục trong
[c1; c2], khả vi trong (c1; c2) và h(c1) = h(c2); ta lại áp dụng Định lý Rolle cho
hàm h(x) trong [c1; c2], khi đó sẽ tồn tại c ∈ (c1; c2) ⊂ (0;π) : h′(c) = 0, hay là

f ′′(c) sin c+ 2f ′(c) cos c− f(c) sin c = 0,

+ Do sin c 6= 0, nên chia cả hai vế của đẳng thức trên cho sin c ta sẽ nhận
được điều cần chứng minh.

Bài 4.27 (ĐH Thủy Lợi). Trước hết dễ thấy hàm số f(x) xác định tại x0 = 0
và trong lân cận của điểm đó.
+ Xét

Sn(x) =
n∑
k=1

x

[(k − 1)x+ 1][kx+ 1]
=

n∑
k=1

[ 1

(k − 1)x+ 1
− 1

kx+ 1

]
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Sn(x) = 1− 1

nx+ 1
.

+ Khi đó

f(x) = lim
n→∞

Sn(x) =

{
0 , nếu x = 0

1 , nếu x 6= 0,

tức là f(x) không liên tục tại x0 = 0, do đó nó không có đạo hàm tại x0 = 0.

5 PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN

Bài 5.1 (Học viện An ninh Nhân dân). Sử dụng định lý giá trị trung bình
Lagrange, ∀x ∈ [0, 1] ta có∣∣∣f(x)−

∫ 1

0

f(t)dt
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫ 1

0

[f(x)− f(t)]dt
∣∣∣ 6 ∫ 1

0

|f(x)− f(t)|dt

=

∫ 1

0

|f ′(cx)||x− t|dt, với cx ∈ (x, t) hoặc cx ∈ (t, x)

6M

∫ 1

0

|x− t|dt = M
[ ∫ x

0

(x− t)dt+

∫ 1

x

(t− x)dt
]

=
1

4

[
(2x− 1)2 + 1

]
M.

Bây giờ giả sử bất đẳng thức trên đúng với hằng số C > 0, tức là∣∣∣f(x)−
∫ 1

0

f(t)dt
∣∣∣ 6 C

[
(2x− 1)2 + 1

]
M.

Xét hàm f(x) = x, thì M = 1 và ta có∣∣∣x− 1

2

∣∣∣ 6 C
[
(2x− 1)2 + 1

]
, ∀x ∈ [0, 1].

Khi đó với x = 0 ta được
1

2
6 2C, tức là C >

1

4
và bài toán hoàn toàn được

chứng minh.

Bài 5.2 (Học viện An ninh Nhân dân). Xét hàm

g(x) = (
√
x−
√
a)(
√
x−
√
b)

∫ x

a

f(t)dt, x ∈ [a, b].

Ta thấy g(a) = g(b) = 0 và

g′(x) =
1

2
√
x

[
(
√
x−
√
a) +

√
x−
√
b)
] ∫ x

a

f(t)dt+ (
√
x−
√
a)(
√
x−
√
b)f(x).
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Theo định lý Rolle tồn tại c ∈ (a, b) sao cho g′(c) = 0, tức là

1

2
√
c

[
(
√
c−
√
a) + (

√
c−
√
b)
] ∫ c

a

f(x)dx+ (
√
c−
√
a)(
√
c−
√
b)f(c) = 0.

Suy ra

2f(c) =
1√
c
· (
√
a−
√
c) + (

√
b−
√
c)

(
√
a−
√
c)(
√
b−
√
c)

∫ c

a

f(x)dx

=
1√
c

[√a+
√
c

a− c
+

√
b+
√
c

b− c

] ∫ c

a

f(x)dx.

Bài 5.3 (ĐH Bách khoa Thành phố HCM). Lấy x ∈ (0, 2), theo công thức số
gia giới nội ∃θ1 ∈ (0, x) sao cho

f(x)− f(0) = xf ′(θ1)⇒ f(x) = 1 + xf ′(θ1).

Do f ′(x) > −1 nên f(x) > 1− x,∀x ∈ (0, 1).
Tương tự, ∃θ2 ∈ (x, 2) để

f(x)− f(2) = (x− 2)f ′(θ2)⇒ f(x) = 1 + (x− 2)f ′(θ2).

Do f ′(x) 6 1 nên f(x) > x− 1,∀x ∈ (1, 2).

Vậy
∫ 2

0

f(x)dx >
∫ 1

0

(1− x)dx+

∫ 2

1

(x− 1)dx =
1

2
+

1

2
= 1. Dấu bằng xảy ra

khi và chỉ khi f(x) =

{
1− x, 0 6 x 6 1
x− 1, 1 6 x 6 2

Tuy nhiên, khi đó hàm này lại không khả vi tại 1. Vậy dấu bằng không xảy ra.

Bài 5.4 (ĐH Giao thông vận tải). Trước hết ta chỉ ra f(a − b + c) ≤ f(a) −
f(b) + f(c) với mọi a < b < c và a, b, c ∈ [1, 13]. Vì b ∈ (a, c) nên tồn tại
λ ∈ [0, 1] sao cho b = λa+ (1− λ)c. Vì f lồi nên

f(b) ≤ λf(a) + (1− λ)f(c).

Mặt khác a− b+ c = λc+ (1− λ)a nên

f(a− b+ c) ≤ λf(c) + (1− λ)f(a).

Cộng 2 bất đẳng thức trên ta được điều cần chứng minh. Đặt c = a + 10 và
b = a+ 4, a ∈ [1, 3] ta có

f(a+ 4) + f(a+ 6) ≤ f(a) + f(a+ 10).
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Lấy tích phân 2 vế với chú ý∫ 3

1

f(a+ 6)da =

∫ 9

7

f(x)dx,

∫ 3

1

f(a+ 4)da =

∫ 7

5

f(x)dx,

∫ 3

1

f(a+ 10)da =

∫ 13

11

f(x)dx,

ta suy ra bất đẳng thức cần chứng minh.

Bài 5.5 (ĐH Hàng hải Việt Nam). Vì hàm f tuần hoàn chu kỳ T nên tích
phân của nó trên các đoạn có độ dài T bằng nhau. Ta chứng minh công thức

nT∫
0

f(t)dt = n

T∫
0

f(t)dt (19)

với mọi n nguyên. Thật vậy, với n nguyên dương ta có

nT∫
0

f(t)dt =

T∫
0

f(t)dt+

2T∫
T

f(t)dt+ ...+

nT∫
(n−1)T

f(t)dt = n

T∫
0

f(t)dt.

Với n nguyên âm ta có

nT∫
0

f(t)dt =

−T∫
0

f(t)dt+

−2T∫
−T

f(t)dt+...+

nT∫
(n+1)T

f(t)dt = (−n)

0∫
T

f(t)dt = n

T∫
0

f(t)dt.

Cuối cùng rõ ràng (19) đúng với n = 0 .

Với x ∈ R tồn tại duy nhất số nguyên n thỏa mãn

nT ≤ x < (n+ 1)T.

Do (19) ta có

x∫
0

f(t)dt =

nT∫
0

f(t)dt+

x∫
nT

f(t)dt = n

T∫
0

f(t)dt+

x∫
nT

f(t)dt.

Suy ra
x∫
0

f(t)dt

x
=

n
T∫
0

f(t)dt

x
+

x∫
nT

f(t)dt

x
. (20)
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Dễ thấy hàm |f(t)| tuần hoàn chu kỳ T nên∣∣∣∣∣∣∣∣
x∫

nT

f(t)dt

x

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
x∫

nT

|f(t)|dt

|x|
≤

(n+1)T∫
nT

|f(t)|dt

|x|
=

T∫
0

|f(t)|dt

|x|
.

Do đó

lim
x→∞

x∫
nT

f(t)dt

x
= 0 (21)

vì

lim
x→∞

T∫
0

|f(t)|dt

|x|
= 0.

Ta có ∣∣∣∣nx − 1

T

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣nT − xxT

∣∣∣∣ < T

|x|T
=

1

|x|
.

Mà
1

|x|
dần đến 0 nên

∣∣∣∣nx − 1

T

∣∣∣∣ dần đến 0 khi x dần đến vô cực, hay

lim
x→∞

n

x
=

1

T
. (22)

Từ (20),(21),(22) suy ra

lim
x→∞

x∫
0

f(t)dt

x
=

T∫
0

f(t)dt

T
.

Bài 5.6 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Đặt a = 3

∫ 1

0

f(x)dx. Khi đó

0 6
∫ 1

0

(
[f(x)]2 + af(x)− a2

2

)2

dx

=

∫ 1

0

(
[f(x)]4 + 2a[f(x)]3 − a3f(x) +

a4

4

)
dx

=

∫ 1

0

[f(x)]4dx− a3

∫ 1

0

f(x)dx+
a4

4

=

∫ 1

0

[f(x)]4dx− 27

4

[ ∫ 1

0

f(x)dx
]4

.
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Bài 5.7 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Hưng Yên). Xét hàm g : [0, 1]→ R như sau

g(t) =

∫ ta+(1−t)b

(1−t)a+tb

f(x)dx.

Ta thấy g(0) = g(
1

2
) = g(1) = 0 và g(t) là hàm khả vi.

Theo định lý Rolle tồn tại c1 ∈ (0,
1

2
) và c2 ∈ (

1

2
, 1) để g′(c1) = g′(c2) = 0.

Mặt khác

g′(t) = f(ta+ (1− t)b)(a− b)− f((1− t)a+ tb)(b− a)

= (a− b)[f(ta+ (1− t)b) + f((1− t)a+ tb)].

Do đó

f(cka+ (1− ck)b) + f((1− ck)a+ ckb) = 0, (k = 1, 2).

Rõ ràng ck 6=
1

2
nên cka+ (1− ck)b 6=

a+ b

2
, (k = 1, 2).

Gọi c1 = c ∈ (0,
1

2
) ta có f(ca+ (1− c)b) + f((1− c)a+ cb) = 0, đồng thời ta

thấy (1− c)a+ cb < ca+ (1− c)b ⇔ 0 < (b− a)(1− 2c).

Đặt α =
1

2
(b− a)(1− 2c) =

1

2
(b− a)− c(b− a) thì 0 < α <

b− a
2

và ta được
a+ b

2
− α = (1− c)a+ cb,

a+ b

2
+ α = ca+ (1− c)b, nên

f(
a+ b

2
− α) + f(

a+ b

2
+ α) = 0.

Bài 5.8 (ĐH Kiến Trúc Hà Nội). 1) Gọi p(x) là đa thức bậc 3 bất kỳ. Ta chứng

minh được
1∫
0

p(x)dx =
1

6
(p(0) + 4p(

1

2
) + p(1)). Tiếp theo, với 0 ≤ a < b ≤ 1,

sử dụng đổi biến và công thức trên với đa thức bậc 3, ta thu được
b∫
a

f(x)dx =

b− a
6

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

)
.

2) Trước tiên, xét f(x) chỉ có duy nhất x = 0 là nghiệm trong [0, 1]. Vì f(x)
liên tục trên [0, 1] nên f(x) không đổi dấu trên [0, 1]. Khi đó

1∫
0

|f(x)|dx =

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
4f(

1

2
) + f(1)

6

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
5

6
max
[0,1]
|f(x)|.
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Kết thúc chứng minh, ta xét f(x) có ít nhất một nghiệm khác 0. Gọi x1 < x2 <
· · · < xm là tất cả các nghiệm khác 0 của f(x) trong (0, 1]. Vì f(x) liên tục nên
f(x) không đổi dấu trên [x0, x1], [x1, x2], ..., [xm, xm+1] với x0 = 0, xm+1 = 1.
Ta có∣∣∣∣∣∣
xi+1∫
xi

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣xi+1 − xi
6

(f(xi) + 4f(
xi + xi+1

2
) + f(xi+1))

∣∣∣∣ ≤ 5(xi+1 − xi)
6

max
[0,1]
|f(x)|

với mọi i = 0, 1, · · · ,m.Mà ta lại có

∣∣∣∣∣xi+1∫
xi

f(x)dx

∣∣∣∣∣ =
xi+1∫
xi

|f(x)|dx và
1∫
0

|f(x)|dx =

m∑
i=0

xi+1∫
xi

|f(x)|dx, do đó ta thu được
1∫
0

|f(x)|dx ≤
m∑
i=0

5(xi+1 − xi)
6

max
[0,1]
|f(x)| =

5

6
max
[0,1]
|f(x)|.

3) Ta xác định được hàm số g(x) = 4x3− 8x2 + 5x thuộc tậpM và thỏa mãn

các điều kiện g(x) ≥ 0 trên [0, 1], max
[0,1]

g(x) = 1 và
1∫
0

g(x)dx =
5

6
. Khi đó với

mỗi C ∈ (0,
5

6
), ta luôn có

1∫
0

|g(x)|dx > C = C.max
[0,1]
|g(x)|.

Bài 5.9 (ĐH Kỹ thuật Hậu cần Công an Nhân dân). Đặt c =
1

2
(a + b) và

m =
1

2
(b− a). Do

∫ b

a

f(x)dx = 0, ta được

∫ b

a

xf(x)dx =

∫ b

a

(x− c)f(x)dx =

∫ c

a

(x− c)f(x)dx+

∫ b

c

(x− c)f(x)dx.

Với tích phân
∫ c

a

(x− c)f(x)dx ta đổi biến y = c− x thì

∫ c

a

(x− c)f(x)dx = −
∫ m

0

yf(c− y)dy = −
∫ m

0

tf(c− t)dt.

Với tích phân
∫ b

c

(x− c)f(x)dx ta đổi biến z = x− c thì

∫ b

c

(x− c)f(x)dx =

∫ m

0

zf(z + c)dz =

∫ m

0

tf(t+ c)dt.
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Từ đó và định lý Lagrang ta có ξt ∈ (c− t, c+ t) để∫ b

a

xf(x)dx =

∫ m

0

t[f(t+ c)− f(c− t)]dt =

∫ m

0

2t2f ′(ξt)dt∣∣∣ ∫ b

a

xf(x)dx
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫ m

0

2t2f ′(ξt)dt
∣∣∣ 6 ∫ m

0

2t2
∣∣∣f ′(ξt)∣∣∣dt 6 2M

∫ m

0

t2dt

= 2M
m3

3
=

(b− a)3

12
M.

Bài 5.10 (Học viện Phòng không Không quân). 1. Ta thấy rằng để cho dãy
số {an} xác định thì x > 0. Khi n→∞ thì số hạng an chính là tích phân suy
rộng ∫ ∞

0

lnx

1 + x2
dx.

Ta sẽ chứng minh tích phân này hội tụ. Thật vậy∫ ∞
0

lnx

1 + x2
dx =

∫ 1

0

lnx

1 + x2
dx+

∫ ∞
1

lnx

1 + x2
dx.

Xét tích phân thứ nhất. Với α bất kỳ thuộc vào (0, 1) ta luôn có lim
x→0+

(
lnx

1 + x2
:

1

xα

)
=

0. Suy ra
lnx

1 + x2
<

1

xα
mà tích phân

∫ 1

0

1

xα
dx hội tụ nên theo tiêu chuẩn

so sánh thì
∫ 1

0

lnx

1 + x2
dx hội tụ. Tương tự, trong tích phân thứ hai, ta thấy

rằng
x
√
x lnx

1 + x2
→ 0 khi x → ∞. Tích phân

∫ ∞
1

1

x
√
x
dx hội tụ nên tích phân∫ ∞

1

lnx

1 + x2
dx hội tụ.

Vậy
∫ ∞

0

lnx

1 + x2
dx hội tụ. Tức là dãy {an} hội tụ với x > 0.

2. Tính giới han. Ta có∫ ∞
0

lnx

1 + x2
dx =

∫ 1

0

lnx

1 + x2
dx+

∫ ∞
1

lnx

1 + x2
dx.

Xét tích phân
∫ ∞

1

lnx

1 + x2
dx. Đặt x =

1

t
, suy ra dx = − 1

t2
dt. Ta có tích phân

mới ∫ 0

1

ln(1/t)

1 + 1
t2

(
− 1

t2

)
dt =

∫ 0

1

ln t

1 + t2
dt.

Vậy lim
n→∞

an =

∫ ∞
0

lnx

1 + x2
dx = 0.
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Bài 5.11 (Học viện Phòng không Không quân). 1. Tích phân này không tồn
tại do hàm f không khả tích. Thật vậy, với phân hoạch bất kỳ chia đoạn [0, 1]
thành các đoạn con bởi các điểm

0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = 1,

thì mỗi đoạn con [xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , n đều chứa các điểm hữu tỉ và các
điểm vô tỉ nên

wi = max
x∈[xi−1,xi]

f(x)− min
x∈[xi−1,xi]

f(x) = 1− 0 = 1.

Vì vậy,

n∑
i=1

wi∆xi =
n∑
i=1

∆xi = 1− 0 = 1 với ∆xi = xi − xi−1.

Do đó, lim
max ∆xi→0

∑
iwi∆xi = 1 6= 0. Suy ra hàm f không khả tích trên [0, 1].

2. Ta có∫ 1

0

xf ′(x)dx = xf(x)
∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

f(x)dx = f(1)−
∫ 1

0

f(x)dx = 0

Thế nên∫ α

0

f(x)dx = α

∫ 1

0

f(αx)dx = α

∫ 1

0

[f(αx)− f(x)− (α− 1)xf ′(x)]dx

= α(α− 1)2

∫ 1

0

x2f
′′(θ)

2
dx.

Từ đây suy ra∣∣∣∣∫ α

0

f(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣α(α− 1)2

∫ 1

0

x2f
′′(θ)

2
dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣α(α− 1)2

∫ 1

0

x2

2
dx

∣∣∣∣max
x
|f ′′(x)|.

Ta có

α(α− 1)2 =
1

2
2α(1− α)(1− α) ≤ 1

2

(
2a+ 1− α + 1− α

3

)3

=
4

27
.

Còn
∫ 1

0

x2

2
dx =

1

6
nên

1

4
max
0≤x≤1

|f ′′(x)| ≥ 10

∣∣∣∣∫ α

0

f(x)dx

∣∣∣∣



146

Bài 5.12 (ĐH Quảng Bình). Bằng phương pháp tích phân từng phân ta tính
được ∫ 1

0

x3f(x)dx =
1

4
x4f(x)|10 −

∫ 1

0

1

4
x4f ′(x)dx = −

∫ 1

0

1

4
x4f ′(x)dx.

Do đó ∫ 1

0

x4f ′(x)dx = 1 (23)

Lại có ∫ 1

0

(9x4)2dx = 9 (24)∫ 1

0

(f ′(x))2dx = 9 (25)

Từ đó∫ 1

0

(9x4)2dx− 18

∫ 1

0

x4f ′(x)dx+

∫ 1

0

(f ′(x))2dx = 9− 18.1 + 9 = 0.

hay ∫ 1

0

[(9x4)− f ′(x)]2dx = 0.

Suy ra f ′(x) = (9x4),∀x ∈ [0; 1] nên f(x) = 9
5
x5 + C. Vì f(1) = 0 nên

f(x) = 9
5
(x5 − 1). ∫ 1

0

f(x)dx = −3

2
.

Bài 5.13 (Trường Sĩ quan Không quân). I0 =
∫
dx = x+ C

I1 =

∫
dx

cosx
=

∫
dx

sin(x+ π
2
)

=

∫
dx

2 sin(x
2

+ π
4
) cos(x

2
+ π

4
)

=

∫
cos(x

2
+ π

4
)dx

2 sin(x
2

+ π
4
) cos2(x

2
+ π

4
)

=

∫
d(tan(x

2
+ π

4
))

tan(x
2

+ π
4
)

= ln | tan(
x

2
+
π

4
)|+ C

I2 =

∫
dx

cos2 x
= tanx+ C.
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Với n ≥ 2, ta có:

In =

∫
dx

cosn x
=

∫
1

cosn−2 x

dx

cos2 x
=

∫
1

cosn−2 x
d(tanx)

=
tanx

cosn−2 x
−
∫

tan(x)(cos2−n x)′dx

=
sinx

cosn−1 x
− (n− 2)

∫
sin2 x

cosn x
dx

=
sinx

cosn−1 x
− (n− 2)

∫
1− cos2 x

cosn x
dx

=
sinx

cosn−1 x
− (n− 2)

∫
1

cosn x
− 1

cosn−2 x
dx

In =
sinx

cosn−1 x
− (n− 2)In + (n− 2)In−2.

Suy ra công thức truy hồi:

In =
1

n− 1
.

sinx

cosn−1 x
+
n− 2

n− 1
In−2.

Bài 5.14 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Do f đơn điệu và liên tục trên J , ta suy
ra tồn tại f−1 : [0, f−1(c)]→ [0, c]

Do f tăng ngặt nên ta có f ′(t) > 0, ∀ t ∈ J . Đặt g(t) = bt−
∫ t

0

f(x)dx. Khi đó

ta có:
d

dt
g(t) = b− d

dt

(∫ t

0

f(x)dx

)
= b− f(t). Từ đó dẫn tới g′(t) = 0 khi và

chỉ khi t = f−1(b).
Do g′′(t) = −f(t) < 0, ∀ t ∈ J nên g(t) đạt cực đại tại t = f−1(b).
Thêm vào đó ta có:∫ f−1(b)

0

xf ′(x)dx = xf(x)|f
−1(b)

0 −
∫ f−1(b)

0

f(x)dx = bf−1(b)−
∫ f−1(b)

0

f(x)dx

=

[
bt−

∫ t

0

f(x)dx

]
|f−1(b)= g(t)|f−1(b) = g(f−1(b))

Đặt y = f(x) thì dy = f ′(x)dx. Khi x = 0 thì y = 0 còn khi x = f−1(b) thì ta
có y = b ∫ f−1(b)

0

xf ′(x)dx =

∫ b

0

f−1(y)dy =

∫ b

0

f−1(x)dx

Từ đó, ta có g(f−1(b)) =

∫ b

0

f−1(x)dx.

Do g(t) đạt cực đại tại t = f−1(b) nên ta có g(a) ≤ g(f−1(b)).
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Mặt khác từ định nghĩa của g(t) ta có g(a) = ba−
∫ a

0

f(x)dx.

Khi đó, ta có:
∫ a

0
f(x)dx+

∫ b
0
f−1(x)dx = [ab− g(a)] + g(f−1(b)) ≥ ab

Đặt:∫ a

0

f(x)dx = diện tích III,
∫ b

0

f−1(x)dx = diện tích I + diện tích II.

∫ a

0

f(x)dx+

∫ b

0

f−1(x)dx = diện tích I + diện tích II + diện tích III

≥ diện tích I + diện tích III = ab

Ta có hình minh họa bất đẳng thức trên như sau

Bài 5.15 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Giả sử f là hàm số liên tục thoả mãn bài
toán. Khi đó f là hàm số khả vi.
Đạo hàm hai vế của đẳng thức đã cho ta có

f ′(x)(1 + x2)− 2xf(x)

(1 + x2)2
= 2018

f(x)

1 + x2

hay
f ′(x)

f(x)
= 2018 +

2x

1 + x2
.

Tích phân hai vế ta nhận được ln f(x) = 2018x+ ln(1 + x2) + C,C−hằng số.
Do đó f(x) = a(1 + x2)e2018x, a−hằng số. Thay vào phương trình ban đầu ta
nhận được a = 2018. Do đó, ta có hàm số có dạng f(x) = 2018(1 + x2)e2018x.
Thử lại ta có hàm số trên thỏa mãn. Vậy hàm số cần tìm là f(x) = 2018(1 +
x2)e2018x

Bài 5.16 (CĐ Sư phạm Nam Định). Lấy a ∈ (0, 1) bất kỳ.

Đặt In =
1∫
0

f(xn)dx =
1−a∫
0

f(xn)dx+
1∫

1−a
f(xn)dx = Jn +Kn.

Với Jn =
1−a∫
0

f(xn)dx, Kn =
1∫

1−a
f(xn)dx.
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Vì f(x) liên tục trên [0, 1] nên theo định lý giá trị trung bình tồn tại c ∈
(0, 1− a) sao cho Jn = f(cn)(1− a). Vì 0 < c < 1− a < 1 nên lim

n→+∞
cn = 0

Vậy lim
n→+∞

Jn = f(0)(1− a) = 2018(1− a).

Vậy tồn tại N ∈ N∗ sao cho 2018−2019a < Jn < 2018−2017a với mọi n ≥ N .

|Kn| =
∣∣∣∣ 1∫
1−a

f(xn)dx

∣∣∣∣ ≤ 1∫
1−a
|f (xn)| dx

f(x) liên tục trên [0, 1] nên |f(x)| cũng thế. Vậy tồn tại M = max
[0,1]
|f(x)|.

|Kn| ≤
1∫

1−a
Mdx = Ma.

Vậy −Ma ≤ Kn ≤Ma.
Vậy 2018 − (M + 2019)a ≤ In ≤ 2018 − (M + 2017)a < 2018 + (M + 2019)a
với mọi n ≥ N .

Lấy ε ∈ (0; 1) bất kỳ. Chọn a =
ε

M + 2019
∈ (0; 1)

Vậy 2018− ε < In < 2018 + ε với mọi n ≥ N .
Do đó lim

n→+∞
In = 2018.

Bài 5.17 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Ta có

1∫
0

(f ′(x)− 15x2)
2
dx =

1∫
0

(
(f ′(x))2 − 30x2f ′(x) + 225x4

)
dx

= 45− 30
1∫
0

x2f ′(x)dx+ 45x5|10

= 90− 30
1∫
0

x2f ′(x)dx

Xét

1∫
0

x2f ′(x)dx.

Đặt
{
u = x2

dv = f ′(x)dx
, ta được

1∫
0

x2f ′(x)dx = x2f(x)
∣∣1
0
− 2

1∫
0

xf(x)dx = 5− 2 = 3

Suy ra

1∫
0

(
f ′(x)− 15x2

)2
dx = 0.

Do đó f ′(x)− 15x2 = 0. Hay f(x) = 5x3 + C
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Mà f(1) = 5 nên C = 0. Vậy f(x) = 5x3

1∫
0

f(x)ex
4

dx =
5

4

1∫
0

4x3ex
4

dx =
5

4
(e− 1)

Bài 5.18 (ĐH Sư phạm Kỹ thuật Vĩnh Long). Ta có

0 ≤
1∫
0

(
ef(x)f ′(x)− 2

)2
dx =

1∫
0

(
ef(x)f ′(x)

)2
dx− 4

1∫
0

ef(x)f ′(x)dx+
1∫
0

4dx

=
1∫
0

(
ef(x)f ′(x)

)2
dx− 4(ef(1) − ef(0)) + 4

=
1∫
0

(
ef(x)f ′(x)

)2
dx− 4

Suy ra

1∫
0

(
ef(x)f ′(x)

)2
dx ≥ 4

Mà theo giả thiết

1∫
0

(
ef(x)f ′(x)

)2
dx ≤ 4, nên suy ra

1∫
0

(
ef(x)f ′(x)

)2
dx = 4

Do đó

1∫
0

(
ef(x)f ′(x)− 2

)2
dx = 0 và ef(x)f ′(x) = 2

Hay ef(x) = 2x+ C. Mà f(0) = 0 nên C = 1

Vậy f(x) = ln(2x+ 1).

Bài 5.19 (ĐH Tây Bắc). a) Ta giả sử phản chứng ngược lại rằng M 6= 0. Do
f(0) = 0 nên nếu M 6= 0 thì M > 0. Theo giả thiết ta có f đạt giá trị lớn
nhất M > 0 tại x0 ∈ (0, 1). Khi đó x0 là điểm cực đại của f và do đó f ′(x0) =
0, f(x0) = M > 0, f ′′(x0) ≤ 0. Từ đó suy ra x2

0f
′′(x0) ≤ 0;x4

0f
′(x0) = 0 và

−f(x0) < 0. Do đó x2
0f
′′(x0) + x4

0f
′(x0) − f(x0) < 0, mâu thuẫn với giả thiết

x2f ′′(x) + x4f ′(x)− f(x) = 0,∀x ∈ (0, 1). Vậy M = 0.
b) Giả sử f đạt giá trị nhỏ nhất m tại điểm y0 ∈ [0, 1]. Ta xét các trường hợp
sau:
TH1: Nếu y0 ∈ {0, 1}. Do f(0) = f(1) = 0 , khi đó m = 0. Ta xét hai khả năng
(i) Nếu f đạt cực đại tại x0 ∈ {0, 1} thì khi đó max f = min f = 0 và ta được
f = 0 là hàm hằng.
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(2i) Nếu f đạt cực đại tại x0 ∈ (0, 1), theo đó, từ phần a) ta được M =
max
x∈[0,1]

f(x) = 0. Và tương tự (i) ta được max f = min f = 0 và ta được f = 0

là hàm hằng.
TH2: Hàm f đạt giá trị nhỏ nhất m tại y0 ∈ (0, 1). Bằng lập luận tương tự
như phần a) (thay cho M bởi m) ta có m không thể âm, tức là min

x∈[0,1]
f(x) = 0

suy ra f = 0 là hàm hằng trên [0, 1].

Bài 5.20 (ĐH Tây Bắc). a) Ta xét trường hợp hàm f0 đơn điệu tăng. Khi đó
dễ chứng minh quy nạp được
(i) Mỗi hàm fn là đơn điệu tăng.
(2i) Với mọi x ∈ (0, 1] ta có f0(x) ≥ f1(x) ≥ · · · ≥ fn(x) ≥ · · · ≥ f0(0).
Từ (2i) ta suy ra dãy {fn} giảm và bị chặn dưới bởi f0(0) trên tập (0, 1] và do
đó tồn tại hàm giới hạn

h(x) = lim
n→∞

fn(x), x ∈ (0, 1].

Do (i) ta suy ra h là đơn điệu tăng và từ (2i) ta có f0(0) ≤ h(x) ≤ fn(x), ∀n,∀x ∈
(0, 1].
Ta sẽ chỉ ra h(1) = f0(0), khi đó do h đơn điệu tăng ta suy ra h(x) = f0(0)
với mọi x ∈ (0, 1]. Thật vậy, giả sử h(1) > f0(0). Khi đó do tính đơn điệu tăng
của h, tồn tại 0 < δ < 1 sao cho h(1) > f0(δ).
Mặt khác, từ định nghĩa của fn và (i), (2i) ta có

fn+1(1) =

∫ 1

0

fn(t)dt ≤
∫ δ

0

f0(t)dt+

∫ 1

δ

fn(t)dt

≤ δf0(δ) + (1− δ)fn(1).

Do đó ta thu được

fn(1)− fn+1(1) ≥ δ[fn(1)− f0(δ)] ≥ δ[h(1)− g(δ)] > 0.

Từ đó suy ra

∞∑
n=0

[fn(1)− fn+1(1)] ≥
∞∑
n=0

δ[h(1)− g(δ)] = +∞,

tức là lim
n→∞

fn(1) = −∞. Điều này mâu thuẫn với (2i) vì fn(1) ≥ f0(0). Mâu

thuẫn chứng tỏ rằng h(1) = f0(0) và do đó h(x) = f0(0) với mọi x ∈ (0, 1].
Vậy lim

n→∞
fn = f0(0) trên (0, 1].

Trường hợp f0 đơn điệu giảm được chứng minh tương tự ta được lim
n→∞

fn =

f0(0) trên (0, 1].
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b) Trường hợp f0 liên tục tùy ý, ta đặt

M0(x) = max
t∈[0,x]

f0(t),m0(x) = min
t∈[0,x]

f0(t), x ∈ [0, 1]

Khi đó trên [0, 1] hàm m0 liên tục tăng và M0 liên tục giảm, m0(x) ≤ f0(x) ≤
M0(x),∀x ∈ [0, 1];M0(0) = f0(0) = m0(0). Tương tự như vậy ta xác định dãy
hàm {Mn} và {mn} tương tự như M0,m0 thay cho f0 bởi fn. Rõ ràng ta có
mn(x) ≤ fn(x) ≤Mn(x).
Mặt khác, theo chứng minh phần a) cho mỗi hàm đơn điệu mn,Mn ta được

lim
n→∞

mn(x) = m(0) = f0(0) = M(0) = lim
n→∞

Mn(x), x ∈ (0, 1].

Do đó ta được lim
n→∞

fn(x) = f0(0).

Bài 5.21 (ĐH Thủy Lợi). Ta có

|un| =
∣∣∣ ∫ n+2018

n

sinx

x
dx
∣∣∣ 6 ∫ n+2018

n

∣∣sinx
x

∣∣dx 6
∫ n+2018

n

dx

x
= ln

(
1 +

2018

n

)
,

Mà: lim
n→∞

ln
(

1 +
2018

n

)
= 0, do đó

lim
n→∞

un = 0.

Bài 5.22 (ĐH Thủy Lợi). + Với mọi x ∈ (0; 1] ta có xf(x) =
∫ x

0
f(t)dt.

+ Từ đó f ′(x) = 0 với mọi x ∈ (0; 1], hay là: f(x) là hàm hằng trong (0; 1].
+ Mặt khác, do tính liên tục của hàm số f(x) trong [0; 1], nên

f(x) = lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(1

x

∫ x

0

f(t)dt
)

= lim
x→0+

∫ x
0
f(t)dt

x

+ Áp dụng L’Hospital ta có:

f(x) = lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

∫ x
0
f(t)dt

x
= lim

x→0+

f(x)

1
= f(0) = 2018.

+ Vậy f(x) = 2018, x ∈ [0; 1].

Bài 5.23 (ĐH Thủy Lợi). + Xét

I1 =

∫
earctanx

√
x2 + 1

dx =

∫ √
x2 + 1d

(
earctanx

)
=
√
x2 + 1earctanx−

∫
xearctanx

√
x2 + 1

dx.

+ Xét

I2 =

∫
xearctanx

√
x2 + 1

dx
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khi đó: I1 + I2 =
√
x2 + 1earctanx + C1.

+ Ta lại có

I2 =

∫
xearctanx

√
x2 + 1

dx =

∫
x
√
x2 + 1d

(
earctanx

)
I2 = x

√
x2 + 1earctanx −

∫
earctanx

√
x2 + 1

dx− 2

∫
x2earctanx

√
x2 + 1

dx

I2 = x
√
x2 + 1earctanx − I1 − 2I

+Từ đó I =
1

2
(x− 1)

√
x2 + 1earctanx + C.

6 PHƯƠNG TRÌNH HÀM

Bài 6.1 (ĐH Giao thông vận tải). Hiển nhiên hàm số f(x) = 0 với mọi
x, là một nghiệm. Giả sử có x0 sao cho f(x0) 6= 0. Khi đó f(

√
x2

0 + y2) =
f(x0)f(y) = f(x0)f(−y) với mọi y ∈ R, suy ra f(y) = f(−y) với mọi y ∈ R. Vì
thế f là hàm chẵn, và do đó ta chỉ cần tìm f(x) với x ≥ 0. Đặt g(x) = f(

√
x),

x ≥ 0. Khi đó từ phương trình đã cho ta có

g(u+ v) = g(u)g(v),

với u = x2, v = y2. Phương trình này có nghiệm g(u) = au, a là hằng số
dương. Thật vậy, trước hết ta chỉ ra g(u) > 0 với mọi u ≥ 0. Rõ ràng hàm
g(u) = 0 với mọi u thỏa mãn phương trình trên. Giả sử có u0 sao cho g(u0) 6=
0, khi đó ta có

g(u0) = g(u0 − u)g(u),

điều này suy ra g(u) 6= 0. Hơn nữa

g(u) = g
(u

2

)
g
(u

2

)
=
[
g
(u

2

)]2

> 0.

Đặt h(u) = ln g(u). Khi đó h(u) liên tục với mọi u ≥ 0 và dễ thấy

h(u+ v) = h(u) + h(v).

Như vậy h(u) thỏa mãn phương trình hàm Cauchy nên ta có h(u) = bu,
b = h(1) = ln f(1). Như vậy g(u) = au, a = eb. Cuối cùng f(x) = ax

2.

Bài 6.2 (ĐH Quảng Bình). Với mỗi x ∈ R, đặt x1 = sinx, x2 = sinx1, · · · , xn+1 =
sinxn. Khi đó, dãy (xn) ⊂ [−1; 1]. Vì hàm y = sinx có y′ = cosx > 0,∀x ∈
[−1; 1] nên dãy (xn) đơn điệu. Do đó dãy (xn)n là dãy đơn điệu và bị chặn.
Gọi a = lim

n→∞
limxn; từ phương trình a = sin a ta suy ra a = 0.
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Ta thấy f(x) = f(xn) với mọi n ∈ N. Vì vậy

f(x) = lim
n→∞

f(xn) = f( lim
n→∞

xn) = f(0).

Tư đó, ta kết luận được f(x) = f(0) với mọi x ∈ R, tức là f là hàm hằng.

Bài 6.3 (CĐ Sư phạm Nam Định). Đặt Q(x) = P (1− x). Ta có Q((1− x)2) =
P (2x− x2) = (P (x))2 = (Q(1− x))2. Dẫn đến

Q(x2) = (Q(x))2.

Nếu Q(x) không phải đơn thức thì Q(x) = axk + xm.R(x) với m > k ≥ 0,
a 6= 0 và R(x) là đa thức thỏa mãn R(0) 6= 0.
Từ Q(x2) = ax2k + x2m.R(x2), ta có

(Q(x))2 = a2x2k + 2axm+kR(x) + x2m(R(x))2.

Nói riêng, 2k < k +m < 2m.
Đồng nhất hệ số hai vế. Hệ số của x2k dẫn đến a = a2. Hệ số xm+k là 0 =
2a.R(0). Vì a 6= 0, R(0) 6= 0. Vô lý.
Vậy Q(x) là đơn thức. Viết Q(x) = axk. Do đó ax2k = a2.x2k với mọi x ∈ R.
Cho x = 1 ta được a = 0 hoặc a = 1. Vậy Q(x) = 0 hoặc Q(x) = xk.
Do đó P (x) = 0 hoặc P (x) = 1 hoặc P (x) = (1− x)k (k ∈ N∗).

Bài 6.4 (ĐH Tây Bắc). Do f là đa thức nên f là khả vi mọi cấp trên R. Đồng

thời ta có lim
x→∞

f

(
1

x

)
= f(0) do tính liên tục tại 0 của f . Từ đó theo giả thiết

ta được lim
x→∞

f ′′(x) = f(0). Tuy nhiên f ′′ cũng là đa thức nên nếu deg f ′′ ≥ 1

thì lim
x→∞

f ′′(x) = ∞. Điều này chứng tỏ deg f ′′ = 0 hay nói cách khác f ′′ là

hàm hằng, deg f ≤ 2 và f ′′(x) = f(0),∀x ∈ R.
Mặt khác do f(x) ≥ f(2018),∀x ∈ R nên f không thể là hàm lẻ. Vậy deg f ∈
{0, 2}.

TH1: Nếu deg f = 0 khi đó f ′′ = 0 và từ giả thiết lim
x→∞

f ′′(x) = lim
x→∞

f

(
1

x

)
suy ra f ≡ 0,∀x ∈ R.
TH2: Nếu deg f = 2 tức là f là hàm số bậc hai trên R. Từ giả thiết f(x) ≥
f(2018), ∀x ∈ R ta suy ra tọa độ của đỉnh parabol y = f(x) là x = 2018,
ngoài ra do hệ số của lũy thừa bậc cao nhất của f bằng 1 nên ta được
f(x) = (x− 2018)2 + c với c là hằng số nào đó.
Cuối cùng, do giả thiết f ′′(x) = f(0) nên ta được c+20182 = f(0) = f ′′(x) = 2
và ta được c = 2− 20182. Vậy f(x) = (x− 2018)2 + 2− 20182.
Kết luận: Hoặc f(x) = 0 hoặc f(x) = (x− 2018)2 + 2− 20182. Rõ ràng thử lại
ta thấy f thỏa mãn các điều kiện của hàm cần tìm.


