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ĐÁP ÁN

Lời giải bài B.1

Từ công thức truy hồi ta thấy ngay dãy số (un)
∞
n=1 đơn điệu không giảm.

2. Nếu nó hội tụ về ` thì ` = `+ (`− 2016)2 ⇒ ` = 2016.

1. Vì dãy đơn điệu không giảm nên nếu nó hội tụ về ` thì un ≤ ` = 2016 (∀n ≥ 1). Đặc biệt,

a+ (a− 2016)2 = u2 ≤ 2016⇒ (a− 2016)(a− 2015) ≤ 0⇒ 2015 ≤ a ≤ 2016.

Đảo lại, cho 2015 ≤ a ≤ 2016. Khi đó, 2015 ≤ u1 ≤ 2016. Giả sử với n ≥ 1 nào đó, ta đã có
2015 ≤ un ≤ 2016. Suy ra:

(un − 2016)(un − 2016 + 1) ≤ 0⇒ (un − 2016)2 + un − 2016 ≤ 0.

Theo công thức truy hồi, bất đẳng thức cuối này có thể viết được thành un+1 ≤ 2016; vậy,
2015 ≤ un ≤ un+1 ≤ 2016. Sử dụng nguyên lý quy nạp ta thu được 2015 ≤ un ≤ 2016 với
mọi n ≥ 1.

Dãy đã cho đơn điệu và bị chặn nên hội tụ.

Kết luận: các giá trị cần tìm của a là 2015 ≤ a ≤ 2016.
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Lời giải bài B.2

1. Dễ thấy hàm f liên tục trên (0, 1] nên f liên tục trên [0, 1] khi và chỉ khi nó liên tục (bên phải)
tại 0.

Nếu α > 0 thì lim
x→0+

xα = 0, nên từ bất đẳng thức |f(x)| ≤ xα (∀x ∈ (0, 1]) ta suy ra ngay

lim
x→0+

f(x) = 0 = f(0), tức là f liên tục (bên phải) tại điểm 0.

Đảo lại, vì xn :=
(
π
2
+ 2nπ

)−1 →
(n→+∞)

0+ với sin 1
xn
≡ 1, ta thấy nếu f liên tục (bên phải)

tại điểm 0 thì phải có lim
n→+∞

xn
α = lim

n→+∞
f(xn) = f(0) = 0. Suy ra α > 0.

2. Dễ thấy hàm f khả vi trên (0, 1] nên f khả vi trên [0, 1] khi và chỉ khi nó có đạo hàm bên phải
tại điểm 0.

Nếu α > 1 thì lim
x→0+

f(x)− f(0)
x− 0

= lim
x→0+

xα−1 sin 1
x

= 0 (chính là kết quả của phần 1 vì

α− 1 > 0), nên f có đạo hàm bên phải f ′+(0) = 0.

Đảo lại, vì yn := (2nπ)−1 →
(n→+∞)

0+ với sin 1
yn
≡ 0, ta thấy nếu f có đạo hàm bên phải tại

điểm 0 thì f ′+(0) = lim
n→+∞

f(yn)− f(0)
yn − 0

= 0.

Vậy, với xn như đã nói ở phần 1, ta có 0 = f ′+(0) = lim
n→+∞

f(xn)− f(0)
xn − 0

= lim
n→+∞

xn
α−1.

Điều này chỉ xảy ra khi α > 1.

3. Dễ thấy hàm f khả vi liên tục trên (0, 1] với

f ′(x) = αxα−1 sin
1

x
− xα−2 cos

1

x
∀x ∈ (0, 1] (1)

nên f khả vi liên tục khi và chỉ khi nó có đạo hàm bên phải f ′+(0) = 0 (kết quả của phần 2) và
lim
x→0+

f ′(x) = f ′+(0).

Nếu α > 2 thì

(1)⇒ |f ′(x)| ≤ αxα−1 + xα−2 →
x→0+

0⇒ lim
x→0+

f ′(x) = 0 = f ′+(0).

Đảo lại, với yn như đã dùng ở phần 2, vì cos 1
yn
≡ 1, ta thấy nếu

lim
x→0+

f ′(x) = f ′+(0) = 0

thì 0 = − lim
n→+∞

f ′(yn) = lim
n→+∞

yn
α−2. Điều này chỉ xảy ra khi α > 2.
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Lời giải bài B.3

• Trong điều kiện thứ nhất, chọn x = 0 ta thấy f(0)2 ≤ 0⇒ f(0) = 0. Với x 6= 0, từ điều kiện

này ta cũng có f(x) ≥
f(ax)2

a3x2
≥ 0. Vậy, f(x) ≥ 0 với mọi x.

• Nếu a = 1, điều kiện thứ nhất trở thành f(x)2 ≤ x2f(x), ta suy ra f(x) ≤ x2 với mọi số thực
x, nên đpcm là đúng. Bây giờ, xét trường hợp a > 1.

• Đặt g(x) :=
|f(x)|
x2/a

=
f(x)

x2/a
≥ 0 với mọi x 6= 0. Từ nay, xem x 6= 0 và chỉ còn phải chứng

minh rằng g(x) ≤ 1. Theo định nghĩa của g, ta có f(x) =
x2

a
g(x).

• Từ đó, viết lại theo g điều kiện thứ nhất như sau:(
(ax)2

a
g(ax)

)2

≤ a3x2x
2

a
g(x)⇔ g(ax)2 ≤ g(x). (1)

Dùng (1), bằng quy nạp theo n ∈ N, ta thấy:

g(x) ≤ g
(
x

an

)2−n

∀n ∈ N. (2)

• Theo điều kiện thứ hai, tồn tại m,M ∈ (0,∞) sao cho (0 ≤) f(t) ≤ M khi |t| < m (trong

bài B2, m = 1). Vì a > 1 nên cũng tồn tại n0 ∈ N (phụ thuộc vào x) để
∣∣∣∣ xan

∣∣∣∣ < m với mọi

n ≥ n0; và với các số tự nhiên n như thế, (2) kéo theo

g(x) ≤


f

(
x

an

)
(
x

an

)2

/a


2−n

≤
a

2n+1
2n

x21−nM
2−n

. (3)

• Dễ thấy lim
n→∞

2n+ 1

2n
= 0 (có thể dùng quy tắc l’Hospital), nên bằng cách cho n → ∞ trong

(3), ta có ngay g(x) ≤ 1, đpcm.
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Lời giải bài B.4

Giả sử phản chứng rằng phương trình f ′′(x) = 0 vô nghiệm. Theo giả thiết, f ′′ liên tục nên từ đây
suy ra: f ′′ không đổi dấu trên R. Nếu cần, sẽ thay f bởi −f , ta có thể xem rằng f ′′(x) > 0 với mọi
x.

Lúc này f ′ tăng ngặt. Nếu tồn tại a để f ′(a) > 0 thì với mọi x > a ta có

f(x) = f(a) +

∫ x

a
f ′(t)dt > f(a) +

∫ x

a
f ′(a)dt = f(a) + f ′(a)(x− a);

chia hai vế cho x > max{a, 0} rồi lấy lim
x→+∞

, dùng giả thiết ta thấy:

0 = lim
x→+∞

f(x)

x
≥ lim

x→+∞

f(a)

x
+ f ′(a) lim

x→+∞

x− a
x

= f ′(a),

vô lý!

Mâu thuẫn đó chứng tỏ rằng f ′(x) ≤ 0 với mọi x. Mà f ′ tăng ngặt, nên tồn tại b để f ′(b) < 0. Với
mọi x < b, ta lại có

f(x) = f(b)−
∫ b

x
f ′(t)dt > f(b)−

∫ b

x
f ′(b)dt = f(b) + f ′(b)(x− b).

Chia hai vế của bất đẳng thức này cho x < min{b, 0} rồi lấy lim
x→−∞

, dùng giả thiết ta thấy:

0 = lim
x→−∞

f(x)

x
≤ lim

x→−∞

f(b)

x
+ f ′(b) lim

x→−∞

x− b
x

= f ′(b),

cũng vô lý! Tất cả các mâu thuẫn gặp được chứng tỏ rằng phương trình f ′′(x) = 0 phải có ít nhất một
nghiệm.

Ghi chú: Thực ra chỉ cần giả thiết f khả vi hai lần (f ′′ không nhất thiết liên tục). Khi đó, dùng tính
chất nhận giá trị trung gian của hàm đạo hàm, ta thấy nếu phương trình f ′′(x) = 0 vô nghiệm thì f ′′

cũng không đổi dấu trên R.
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Lời giải bài B.5

• Dùng định lý cơ bản của phép tính vi-tích phân (về đạo hàm theo cận của tích phân xác định):

f ′(x) =
1

lnx
−

(1/2)x−1/2

lnx1/2
=

1− x−1/2

lnx
=

√
x− 1
√
x lnx

> 0 ∀x > 1

nên f tăng ngặt và liên tục trên I := (1,∞).

• Để tìm tập ảnh J của f , ta đánh giá

f(x) ≥ (x−
√
x)min

{
1

ln t
:
√
x ≤ t ≤ x

}
=
x−
√
x

lnx
=
√
x·
√
x− 1

lnx
→

(x→+∞)
+∞ (1)

(quy tắc l’Hospital).

Đổi biến số t = eu, ta có: f(x) =
∫ lnx
(1/2) lnx eu

du

u
và để ý: với mọi x > 1, khi (1/2) lnx <

u < lnx, thì
√
x < eu < x, suy ra

√
x ln 2 =

√
x

∫ lnx

(1/2) lnx

du

u
< f(x) < x

∫ lnx

(1/2) lnx

du

u
= x ln 2

⇒ lim
x→1+

f(x) = ln 2 (2)

Từ (1)-(2), ta thấy J = (ln 2,∞).

Ghi chú: để chứng minh (1) ta có thể dùng bất đẳng thức et ≥ 1 + t > t ⇒ ln t < t ⇒
1

ln t
>

1

t
với mọi t > 1. Vậy, f(x) >

∫ x√
x

dt

t
= ln

√
x. Suy ra (1).


