HOI TOAN HOC VIET NAM  KY THI OLYMPIC TOAN THPT 2016
Chu dé: Mot mé hinh do6 thi la
Thoi gian lam bai: 180 phut

PE THAM KHAO

Tai thanh phé Olympic md&i nha c6 s nha 1a mét sb nguyen du’Ong, con sb nha ctia Toa thi chinh 13 0.
Nha trong Olympic c¢6 s6 nha déi mot khac nhau va lap day tap cac s6 nguyén duong. Do ban chét cong dic
thu caa dLIOng di trong thanh pho Olympic, ngu01 ta nhan thay khoang cach tit nha n dén nha m dudc tinh
nhu sau: néu m — n = 3%, trong dé I 14 mot sb nguyén khong chia hét cho 3 va k 1a mét sé nguyén khong
4m, thi d(m,n) = 37~

1) Trong sb cac nha c6 s6 nha duong, bé hon 100, tim (kém theo chting minh) tit ca nhitng nha gn toa

thi chinh nhAt.

2) Thtt tim mét diy v6 han s6 nha (h,,) sao cho d(17, h1) > d(17,hg) > --- > d(17, hy) >
Tép tit ca cc nha c6 cung khodng cach dén toa thi chinh nhu nha n sé dugdc goi 13 ldn cdn ctia nha n va sé
dudc ky hiéu la M (n). Duéi dang cong thiic:

N(n) = {m € N* | d(m,0) = d(n,0)}.

Ta c6 thé hinh dung A (n) nhu mot dudng tron ban kinh d(n, 0), v6i tAm 1 toa thi chinh.

3) Gia st nha n c6 d(n,0) = 1/27. Hiy xac dinh mudi sb nguyén duong m bé nht sao cho m € N (n).

4) Ching minh rdng d(a, ¢) < max{d(a,b),d(b,c)} v8i moi a,b va c.
Cé mét diéu dang tiéc 14 thanh phé Olympic di tré nén déng dic ma ngudi ta khong thé xay dung thém:
mdi s6 nguyén khéng 4m déu di tuong tng véi mot nha (hodc, véi toa thi chinh, trong trudng hop sb 0).
Trong tinh thé d6 lai c6 18 gia dinh méi chuyén dén va mong dudc dinh cu & thanh phd nay. Sau nhiéu 14n
can nhic, tuyét nhién khong chip nhan viée dung sb nha 4m, thanh phé quyét dinh di theo mdt phuong an
khac: dung ngay 17 thang Tu, xe chuyén dung sé dén va chuyen moi gia dinh tu nha n sang & nha n + 18,
vGi moi so nguyen duong n (va nhu vAy khéng phai di chuyén toa thi chinh). Ching han, gia dinh dang &
nha 17 sé chuyén sang & nha 35.

5) Tim mdt nha c6 khoang cach dén toa thi chinh bi thay d6i do su di chuyén nay.
6) Xac dinh tit ca cac gia tri clia n sao cho N (n) bi xé dich toan bd (nghia 13, khodng cach dén toa thi
chinh ctia moi cu dan trong N (n) déu thay déi sau khi di chuyén).
7) Mot hém, chit nha 23 néi “Téi cé cdm giac nhu thé t6i dang séng 6 tAm clia “nhém 2”7 (biét danh
dudc dit cho tAp gdm cac nha n = 3k + 2 v6i k € N): mbi khi nhin ra cta s6, t6i nhin thiy “nhém
2” gbm ding nhitng nha cach t6i moét khoang khéng qué 1/3”. Chli nha 32 khang dinh “t6i ciing thiy
thé”. Héy giai thich.
D& d6i pho tot hon véi tinh trang nhap cu, Hoi dong thanh phb Olympic cung quyét dinh phat trién thanh
pho theo mot phLIdng an dac biét: so nha bay gio sé la cac sb hlm ti, IlhlIIlg can phai danh so sao cho nguyén
tac khoang cach van dugc dam bao: khoang cach gitta hai nha sé z va y 13 d(:r — 1), dudc tinh nhu sau.
Dé xac dinh d(p/q) v6i p va ¢ 1a cac sb nguyén ma pq # 0, ngu’01 ta viét p/q = 3Fp/ /q trong do6 ca p’
14n ¢’ déu 1 cac s6 nguyén khong chia hét cho 3, va k 13 mét s6 nguyén (khong nhét thiét duong); khi dé,
d(p/q) = 37",
8) Mdt ngudi nhép cu dén tit thanh phd IMO ¢ nguyén vong nhu sau: “Sé nhd cii ctia t6i l
. 1 1 1 1
e = lim <0'+ —|- —I— +>.

1 1
Sb nha cta cdc ban ciia ti é ddy la toan bé cdc tong riéng: H, 0‘ —|— + 2 +- —|— — . T6i mubn é sb

nha sao cho khodng cdch tit d6 véi nha H,, tién dan téi 0 khi n tién ra vé cung”. Dleu nay c6 thé thuc
hién dudc khong, tai sao?



HOI TOAN HOC VIET NAM ~ KY THI OLYMPIC TOAN THPT 2016

Chu dé: Pa thitic Tchebyshev
Thoi gian lam bai: 180 phut

PE THAM KHAO

Muc tiéu ctia bai toan 13 tim hiéu mot sb tinh chét dai sb, giai tich va t8 hop cia cac da thitc Tchebysev.
Trong toan bd dé bai, cac da thic dude hiéu la cac da thitc v6i hé so thuec.

Cac da thitc Chebysev
Cac da thtic Chebysev (T, (z))n>0 dudc dinh nghia nhu sau: Ty(z) = 1,71 (z) = =, va v6i moi n > 2,
To(z) =22T—1(x) — Th—a(x).
1) Chitng minh rang véi moin > 0 va ¢ € R thi T, (cost) = cos(nt).
2) Chitng minh rang khi || > 1 thi v6i moi n > 0
(x —Va?=1)"+ (x + Vaz = 1)"

To(z) = 5

M6 ta t6 hop clia cac da thic Chebysev
Cho moét dai 6 vudng 1 x n véi n 1 mét sb nguyén duong cho trude. Xét cac cach lat déi 6 vuong béi cac
6 vubng don vi 1 x 1 va cdc domind 1 x 2. Ta gan mbi 6 vudng 1 x 1 véi trong 2z (x 13 mot bién) va mbi
déminé véi trong —1.

3) Ta dinh nghia trong ctia mét cach lat nhu 12 tich ctia tit ca cac trong clia cac 6 vudbng don vi va cac
d6miné trong cach lat da cho. Goi U, (z) 1a téng clia cac trong clia tit ca cac cach lat dai 1 x n. Nhu
vay, Uy (z) = 2z, Us(z) = 22 - 22 + (—1) = 422 — 1,.... Ta quy udc Up(z) = 1. Chling minh rang véi
moin > 2,

Un(z) = 22Up—1(z) — Up—2(x).
4) Trong clia mét cach 1at dai 1 x n v6i diing k d6mind bang bao nhiéu ? Tit d6 hiy chi ra rang v6i moi
n >0,

oy k(n—k n—2k
o) = 3 (-0 (" " a2
=0
5) Ta dinh nghia trong diéu chinh ctia mét cach 1at nhu 13
e tich ctia tht ca cac trong clia cac 6 vubng don vi va cac ddmind trong cach lat da cho néu 6 vudng
dAu tién cta dai 1 x n khéng dudc 1at bdi 6 vudng don vi (do d6 phtt béi mét ddmind);
e tich cla tit ca céc trong clia cac 6 vudng don vi va cac ddmind trong cach 14t da cho chia cho 2
néu 6 vudng dau tién cta dai 1 x n dugce 1at bdi 6 vudng don vi.
Chitng minh ring v6i moi n > 1, T,,(x) 1 téng cac trong diéu chinh cha tit ca cac cach lat dai
1 xn.
6) Chung minh rﬁng véimoim > 1,n > 1 thi

Tonin(z) = T (2)Up(x) — Tr—1(2)Up—1 ().



