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ĐÁP ÁN MÔN: ĐẠI SỐ

Bảng PT

Biến đổi Abel và một số ứng dụng

A. Đẳng thức Abel và bất đẳng thức Abel

Bài PT.1. Ta sẽ chỉ chứng minh đẳng thức đầu tiên, đẳng thức thứ hai nhận được bằng cách hoán
đổi vai trò của hai dãy. Do y1 = Y1 và yk = Yk − Yk−1 với mọi k = 2, . . . , n nên

n∑
k=1

xkyk = x1y1 +
n∑

k=2

xk(Yk − Yk−1) = x1Y1 +
n∑

k=2

xkYk −
n−1∑
k=1

xk+1Yk

= xnYn +

n−1∑
k=1

xkYk −
n−1∑
k=1

xk+1Yk = xnYn −
n−1∑
k=1

(xk+1 − xk)Yk.

Bài PT.2. Theo PT.1 ta có

n∑
k=1

xkyk = xnYn +

n−1∑
k=1

(xk − xk+1)︸ ︷︷ ︸
≥0

Yk︸︷︷︸
≥m

 ≥ xnm +

(
n−1∑
k=1

(xk − xk+1)m

)
= x1m.

Bất đẳng thức còn lại là hoàn toàn tương tự.

Bài PT.3. Ta chỉ cần áp dụng PT.2 cho x1 = 1, x2 = 1
2
, . . . , xn = 1

n
.

B. Ứng dụng vào việc tính một số tổng và thiết lập một số đẳng thức

Bài PT.4. a) Áp dụng PT.1, ta có
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n∑
k=0

Hk =
n∑

k=0

1 ·Hk =

(
n∑

k=0

1

)
Hn −

n−1∑
k=0

(
k∑

i=0

1

)
(Hk+1 −Hk)

= (n + 1)Hn −
n−1∑
k=0

(k + 1)
1

k + 1
= (n + 1)Hn −

n−1∑
k=0

1 = (n + 1)Hn − n.

b) Theo PT.1, ta có

n∑
k=0

kHk =

(
n∑

k=0

k

)
Hn −

n−1∑
k=0

(
k∑

i=0

i

)
(Hk+1 −Hk)

=
n(n + 1)

2
Hn −

n−1∑
k=0

k(k + 1)

2

1

k + 1

=
n(n + 1)

2
Hn −

1

2

n−1∑
k=0

k

=
n(n + 1)

2
Hn −

(n− 1)n

4
.

Bài PT.5. Nhận xét rằng, với mọi k ≥ m, ta có đẳng thức

k∑
i=m

(
i

m

)
=

(
k + 1

m + 1

)
. (1)

Thật vậy, (1) được suy ra từ việc cộng, vế theo vế, các đồng nhất thức
(

i

m

)
=
(

i+1

m+1

)
−
(

i

m+1

)
, với

i = m,m + 1, . . . , k (chú ý quy ước
(
i

j

)
= 0 khi i < j). Từ đó, theo PT.1 thì

n∑
k=m

(
k

m

)
Hk =

(
n∑

k=m

(
k

m

))
Hn −

n−1∑
k=m

(
k∑

i=m

(
i

m

))
(Hk+1 −Hk)

=

(
n + 1

m + 1

)
Hn −

n−1∑
k=m

(
k + 1

m + 1

)
1

k + 1
.

Bây giờ, để ý rằng 1
k+1

(
k+1

m+1

)
= 1

m+1

(
k

m

)
. Suy ra

n−1∑
k=m

(
k + 1

m + 1

)
1

k + 1
=

1

m + 1

n−1∑
k=m

(
k

m

)
=︸︷︷︸

do (1)

1

m + 1

(
n

m + 1

)
.
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Từ đó,

Tm,n =
n∑

k=m

(
k

m

)
Hk =

(
n + 1

m + 1

)(
Hn −

n−m

(n + 1)(m + 1)

)
.

C. Một số ứng dụng khác

Bài PT.6. Ta có, theo PT.1,

n∑
k=1

akbk = (a1 + · · ·+ an)bn +

n−1∑
k=1

(a1 + · · ·+ ak)(bk − bk+1).

Do a1 + · · ·+ ak ≥ k
n
(a1 + · · ·+ an) và bk − bk+1 ≥ 0 nên

n∑
k=1

akbk ≥ (a1 + · · ·+ an)bn +

n−1∑
k=1

k

n
(a1 + · · ·+ an)(bk − bk+1)

=
1

n
(a1 + · · ·+ an)(nbn +

n−1∑
k=1

k(bk − bk+1))

=
1

n
(a1 + · · ·+ an)(b1 + b2 + · · ·+ bn).

(Đẳng thức cuối cùng đến từ PT.1, áp dụng cho hai dãy x1 = . . . = xn = 1 và y1 = b1, y2 =
b2, . . . , yn = bn.)

Bài PT.7. a) Không giảm tổng quát, ta có thể giả sử a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an. Thế thì ta có

a1 ≥
a1 + a2

2
≥ · · · ≥

a1 + · · ·+ an

n
.

Mặt khác, a1+a2+···+an

n
≥ n
√
a1a2 . . . an ≥ 1. Từ đó suy ra a1 + · · · + ak ≥ k với mọi k =

1, 2, . . . , n.

Cuối cùng, từ PT.2 ta có: nếu x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn ≥ 0 và y1 ≥ 0, y1 + y2 ≥ 0, . . . , y1 + · · ·+
yn ≥ 0 thì

∑n
k=1 xkyk ≥ 0. Áp dụng cho xk = ap

k, yk = ak − 1 ta nhận được

n∑
k=1

ap
k(ak − 1) ≥ 0.

Từ đó ta có bất đẳng thức cần chứng minh.

b) Áp dụng câu a) cho ak =
√

xk+1

xk
(với quy ước xn+1 = x1) và p = 2.
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Bài PT.8. Đặt bk = k3. Thế thì 0 < b1 < b2 < · · · < bn và a1+a2+· · ·+ak ≤ b1+b2+· · ·+bk
với mọi 1 ≤ k ≤ n. Ta sẽ chỉ ra

3
√
a1 + · · ·+ 3

√
an ≤ 3

√
b1 + · · ·+ 3

√
bn (2)

Nhắc lại rằng, từ PT.2 ta có: nếu x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn ≥ 0 và y1 ≥ 0, y1 + y2 ≥ 0, . . . , y1 +
· · · + yn ≥ 0 thì

∑n
k=1 xkyk ≥ 0. Áp dụng cho xk = 1

3
√

b2k
, yk = bk − ak (1 ≤ k ≤ n), ta thu

được

b1 − a1

3
√

b21
+ · · ·+

bn − an

3
√
b2n
≥ 0,

hay
a1

3
√

b21
+ · · ·+

an

3
√
b2n
≤ 3
√

b1 + · · ·+ 3
√
bn. (3)

Bây giờ, ta nhắc lại bất đẳng thức Hölder: Cho 2n số thực dương x1, . . . , xn; y1, . . . , yn và hai
số thực dương p, q thoả mãn 1

p
+ 1

q
= 1. Thế thì, x1y1 + · · · + xnyn ≤

(
xp
1 + · · ·+ xp

n

) 1
p ·(

yq
1 + · · ·+ yq

n

)1
q . Áp dụng bất đẳng thức này cho xk =

3√ak

9
√

b2k
, yk = 9

√
b2k (1 ≤ k ≤ n),

p = 3, q = 3
2

ta suy ra

n∑
k=1

3
√
ak ≤

(
n∑

k=1

ak

3
√

b2k

)1
3
(

n∑
k=1

3
√

bk

)2
3

.

Kết hợp bất đẳng thức này với (3) ta thu được (2).

Như vậy, ta có 3
√
a1 + · · · + 3

√
an ≤ 1 + 2 + · · · + n = n(n+1)

2
. Đẳng thức xảy ra khi ak = k3

(1 ≤ k ≤ n) nên n(n+1)

2
chính là giá trị lớn nhất cần tìm.

Hết
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