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Bang PT

Bai toan ve dan ga
A. Su ton tai clia ga vua

Bai PT.1. a) Hién nhién, vi néu K, K,la 2~hoéng dé thi K, théng K, (do K, la hoang dé) va
K, thang K; (do K la hoang de), mau thuan.

b) Mét dan ga 6 2 con 13 mdt vi du vé dan ga c6 1 hoang dé.
¢) Mét dan ga 3 con thing vong tron 14n nhau 1a mét vi du vé& dan ga khong cé hoang dé.

Trong so db sau va cdc so dé khdc trong ddp dn, mili tén tir A huéng dén B néi rang A thdng B.
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Bai PT.2. a) Néu G thing G’ va G’ thing G” thi ta néi G thing gian tiép G”.
Xét cac tap W (QG), L(G) tuong ting 13 tip cac con ga thing, thua G.
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Gia stt G khong pha1 1a vua. Khi d6, W (G) # 0 va hon nita, pha1 tdn tai mot con ga G/ € W (G)
sao cho G khong thing glan t1ep G’. Ta suy ra khong c6 con ga nao trong L(G) thang G’. Nhu
vay, G’ thang moi con ga trong L(G) nén G’ thang nhiéu con ga hon G (do ngoai L(G) ra, G’
con thang &), mau thudn.

b) Theo gia thiét, W (G) # 0. Xét dan ga W (G) (loai tam thi cac con ga khac khéi dan). Theo
a), o6 mot con ga K la vua trong W (G): v6i moi G’ € W (G), hodcla K thang G’, hodc 1a K
thang glan t1ep G'. Thé nhu?ng, K thang G, va r0 rang, v6i moi G” € L(G) thi K ciing thang
gian tiép G” (qua G). biéu nay ching té K 1a mot vua trong dan ga ban dau (va G thua K).

Bai PT.3. Theo PT.2a), dan ga pha1 c6 it nhét mét vua K; nao dé. Vin theo PT2, do K, khong
phai 13 hoang dé, K thua it nhit m6t con ga nio dé va vi thé thua mét vua Ko nao dé. Lai tiép
tuc 14p luan tuong tu véi Ko, ta suy ra K, thua mot vua K5 nao dé. Cha y ring K5 # K; vi K
thua K, con K3 théng K,. Vay dan ga co it nhét ba vua la K,,K,, Ks.

Cdch Idp ludn truc tiép. Theo PT.2a), dan ga phai c6 it nhit moét vua K; ndo d6. Do K; khong
phai la hoang dé, W (K;) # 0.

Xét dan ga W (K;). Theo PT.2a), c6 mot con ga K la vua trong W (K;): v6i moi G’ € W(Kl),
hoic 12 K, thing G/, hoic 1a K, théng gian tiép G’. Thé nhung, K> thang K3, va r6 rang, véi
moi G € L(Kl) thi K, ciing thang glan tiép G” (qua K,). Diéu nay chiing té K, cung la mot
vua trong dan ga ban diu. (L4p luin nay hoan toan gidng 14p ludn di dudc dung khi gidi PT.2b).)

Ta van 14p ludn tuong tu nhu trén, do K, khong phai 13 hoang dé, K, phai thua it nhit mét con
ga nao do, nghia la W (K3) # 0. Theo PT.2a), c6 mot con ga K3 la vua trong W (K5): v6i moi
G € W(Kz) hoic 1a K5 thing G/, hoic 1a K théng glan tlép G’. Thé nhung, K; théng K,
va ro rang, v6i moi G” € L(K3) thi K3 ciing thang glan tiép G” (qua K,). biéu nay chUng
t6 K ciing 1a mot vua trong dan ga ban diu. Luu ¥ rang K, ¢ W(K,), K3 € W(K,) nén
K,, K., K3 la d6i mot phan biét.

B. Mot dan ga c6 thé c6 bao nhiéu vua?

Bai PT.4. That viy, gia st mot dan ga c6 dung 2 con vua la K, K. De y rang moi hoang dé 1a
vua. Do K la vua, hodc la K; thang K>, hodc 1a K; thing gian tiép K,. N6i riéng, Ko pha1
thua it nhit mot con ga ndo d6. Nhung theo PT.2b) thi K, phai thua mét vua ndo dé. Do chi ¢
2 vua, ta suy ra K, thua K;. Lap luan tuong tu ta cling c6 K; thua K,. Nhu vay, K;, K, théng
14n nhau, mAu thuln.
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Bai PT.5. Gia st S la mot dan ga n con ma moi con déu la vua. Thém vao S hai con ga G, G,
sao cho G; thang moi con ga ctia S nhung thua G5 va G5 thua moi con ga ctia S. Ta sé chi ra
rang dan ga T mdi cling cd tat ca cac con ga la vua.

e Theo x4y dung thi G; thing moi con ga trong S. Hon nita, G, thing gian tiép G qua mot
con ga bat ki ctia S. Do d6 G, 1a mét vua trong dan ga T.

e Ciing theo x4y dung thi G, thing G,. Ngoai ra, G- thing gian tiép moi con ga trong S
thong qua G. Do d6 G5 la mot vua trong dan ga T'.

e Theo gia thiét, moi con gi G trong S thing hoic thing gian tiép moi con ga khac trong S.
Hon nita, theo xay dung, G thang G va do do thang gidn tiep G, thong qua G». Chinh vi
vay, G van con la vua trong T'.

Nhu vay, T 12 mét dan ga gdm n + 2 con ma m&i mét con trong dan 14 vua.

Bai PT.6. Gia st mot dan ga nhu vay ton tai. R6 rang khong c6 con nao thang moi con khac: néu
¢6 mot con (hoang dé) nhu vay, khong con nio trong sO cac con con lai co the thang hodc thang
gian tlep con nay, do dé 3 con con lai khong thé 13 vua. Ta cling nhan xet rang khong c6 con nao
thua moi con khac vi mot con nhu Vay khéng thé 1a vua dudc. Tit do, mdi con ga trong dan thing
1 hoiic 2 con ga khac. Chinh vi thé, néu ta goi a (tuong ting, b) 1a sb con ga trong dan thing dung
1 (tuong ting, 2) con ga khac thi @ + b = 4. Hon nita, giita 2 con ga khac nhau bat ki phai ¢6
ding 1 con th.:flng con con lai (néi cach khac, sb cap (G,G') ma G théng G’ bdng (4) = 6) nén
a+2b=6. Suy raa = b = 2. Vay, c6 dung 2 con thang ding 2 con ga va c6 dung 2 con thang
dung 1 con ga. Gia st Gl, G- thang dung 2 con ga va Gs, G4 thiang dung 1 con ga. Khong mét
tong quat, ta co thé gid st G4 thang G, va G thang G.. Do G5 chi thang ding 1 con ga, ta suy
ra G5 thua G, G,. Lai do G, thing ding 2 con g3, ta suy ra G thua G4. Bay gio, vi G4 thang
ding 1 con ga nén G4 thua G, (va Gs).

The nhung, G3 khong phal la vua, vi Gz khoéng thang G, va cling khong thang gian tlep G- qua
bét ki con ga ndo. Nhu vy, ta c6 diéu mau thudn va do d6 khong ton tai dan ga 4 con ndo ma tit
ca déu 13 vua.
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Bai PT.7. Dan ga sau diy thod mén. Viéc kiém tra 1a dé dang dua vao cic miii tén. Ching han G4
la vua vi thang G4, G5, G¢ va thang gian tiep G, Gz (thong qua G).

3 (Xem tiép trang sau)



G6—>G5

Bai PT.8. Trudc hét, xét trudng hop k # 2,k # 4 (n > k bat ki). Truée hét, dé thdy dan ga 3
con thing vong tron 14n nhau c6 ca 3 con 1a vua. Tit d6, theo PT.5 thi ton tai din ga 5 con ma tht
ca cac con la vua. Bﬁng quy nap, ta suy ra v6i moi k 1é ton tai dan ga k con ma tAt ca déu 14 vua
(truong hop k = 1 ¢6 the duge xem la quy wéc). Cling 1ap luén bang quy nap, dua vao PT.7 va
PT.5, ta suy ra v01 moi sb nguyén duong chén &, ton tai dan ga k con ma tat ca déu 1a vua. Tt d6
suy ra vi moi sb nguyén duong k ma k # 2,k # 4, ton tai dan ga k con ma tit ca déu 1a vua.

Bay gi0, d€ xiy dung mét dan ga n con véi ding k vua, ta bit ddu v6i mot dan ga S gdbm k con
ma tit cd déu 1 vua. Ta sé thém n — k con ga bit ki vao S sao cho ching thua moi con gi cta
S (thit tu thang thua gitta n — k con ga mdi 1a bat ki) d€ c6 mot dan ga T gdbm n con. Khi d6 16
rang k con ga clia S van con 1a vua trong T', trong khi d6 moi con ga méi khong thé 13 vua trong
T vi chiing thua moi con ga trong S va ciing khong thé thing gian tiép bét ki con nio trong S.
Do d6 T 13 mot dan ga gdm n con, trong dé c6 ding k vua.

D€ két thilc, ta con phai xét tru’bng hop k = 4, n > 5. Tuong tu nhu trén, ta chi cin xdy dung
mot dan ga gdm 5 con, trong d6 cé dung 4 con vua. Sau do, tuong ty nhu trén, dé xay du’ng mot
dan ga gom n > 5 con, trong do co dung 4 vua, ta chi cin thém viao n — 5 con ga méi ma mbi
con ga méi thua ca 5 con trong dan ga ban dau.

M6t vi du vé dan ga 5 con véi diing 4 vua dude md ta qua hinh vé sau.




Ta kiém tra dudc rang Gz, Gs, Gy, G5 la vua con G, thi khong Voi G1: G4 khong thang G; cling
nhu khong thing gian t1ep G. Chang han, v6i Go: G, thing G4, G5 va thing gian tlep G1,G3
(thong qua G4).

C. Sap thit tv dan ga

Bai PT.9. Ta l4p ludn béng qui nap theo n khing dinh manh hon: v6i moi dan ga n con, ton tai
mot cach danh sb cac con ga Gy, . . . , G,, thod min diéu kién ctia bai toan, va hon thé nita G, 1a
vua clia dan ga. Trudng hop n = 2 12 kha hién nhién. Gia stt n > 3 va khang dinh ctia bai toan da
dugc chiing minh 13 ding véi n — 1, ta sé chi ra khang dinh 13 ding véi n. Xét mot dan ga S gdm
n con ga. Goi G 1a mot vua ctia S (ton tai theo PT.2a)). Tam loai bé G ra khoi S va goi dan ga con
laila T. Theo gla thiét, ta c6 thé danh sb cac con ga ciaT la G4, Ga,...,G,_; sao cho, v6i moi
1>2, G thang G;vaG; la vua clua dan ga chi gom GiyGit1,y .. Gn 1. Tabd 1a1 G vao dan
ga.Goil < j<n-— 1 14 chi s6 nhé nhét sao cho G thang G (mot ch1 so nhu vay ton tai do G 1a
vua ctia S) va danh sb lai cac con ga dua vao tha tu: G1, G2, ..., Gj—1,G, Gj, Gjt1y ..., Gp_1.
Ta sé chi ra rang cach danh s6, hay sdp th tu nay, thod mén yéu cau cla bai toan. Mubn viy, ta
chi cin chi ra ring:

(1) V6imoil < i < j— 1, G; lavua trong dan ga gém Gi,....Gj-1,G,Gj,...,Gp_q;
(2) G 14 vua trong dan ga gém G, GjsGjt1y.++3Gp_1;
(3) V6i moi ¢ > j, G; la vua trong dan gém GiyGit1y-..,Gp_1.

(3) 1a hién nhién theo cach xiy dung. Ta hiy chLIng minh (1). Do G; la vua trong dan gom
Gi,Giy1,...,G,_1vadoi < j—1,nén G; thang G va do do G; thang hoac thang gian tlep
moi con ga con lai trong dan {G,, ..., G;_1,G,Gj,...,Gp_1}. VAy (1) dudc chiing minh.

Cubi cting ta chting minh (2). Theo cich chon G lavuaclia Snénvéimoij < k< n—1,G
thdng G}, hoic thing gian tiép G}, thong qua mot con ga khéc trong S. Tuy nhién, ciing theo cach
chon, G thua toan b6 G4,...,G,_1 nén néu G thing gian tiép G, thi né phai thing gian tiép
G, thong qua moét con ga nao do trong {Gj, Gjy1,--+,Gn-1} \ {Gr}. Ti d6 ta co6 (2).
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